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Zusammenfassung

Ein Seil, das mit einer beliebigen Kraft vertikal belastet wird, be-

schreibt eine Kurve, die als sog. Kettenlinie bezeichnet wird. Diese
Kraft kann vom FEigengewicht, z.B. Bei Stromleitungen, oder durch
héngende Belastung, z.B. bei Seilbriicken, herriihren.
In diesem Artikel mochte ich die Gleichung der Kettenlinie ausfiihr-
lich herleiten. Ich beginne dabei bei der einfachen Vorstellung eines
geweichtslosen, biegeschlaffen Seiles, um diese dann schrittweise zu er-
weitern. Die gewdhlte Einteilung in Abschnitte hat den Sinn, daf am
Ende eines solchen allgemeine Beziehungen stehen, auf die die folgen-
den Abschnitte Bezug nehmen.

1 Das gewichtslose, biegeschlaffe Seil

Zunichst betrachte man ein biegeschlaffes Seil, das nicht dehnbar ist. Dieses
idealisierte Seil — hier dargestellt durch die Seilkurve — {ibertrigt nur Krifte
entlang seines Verlaufs, nicht hingegen Momente. In der Realitéit wird dies
von nahezu allen diinnen Seilen erfiillt, erst bei einigen Zentimetern Durch-
messer mufs man die Momente beriicksichtigen.

Weiterhin nehme man an, das Seil sei gewichtslos und zwischen zwei belie-
bigen Punkten gespannt. Es wird von stetig iiber die gesamte Linge verteilten
Kréften belastet. Abbildung 1 zeigt eine Skizze.

Dabei bezeichnet AF die Kraft, die in beliebige Richtung am Seilele-
ment Az angreift. Diese Kraft ergibt sich aus der sog. spezifischen Lingen-
belastung ¢(x):

() = lim AF dF (1)
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Abbildung 1: Skizze zur Seilkurve bei Belastung durch stet. vert. Krafte

Diese Kraft spannt das Seil, so dal lings der Seilline eine Spannkraft Fs(x)
angreift. Sie hidngt von z ab, da an jedem Seilelement die Kraft AF die
Spannung vergrofert.

Man greife nun ein infetesimal kleines Seilelement iiber die Strecke Ax
heraus und betrachte die angreifenden Kréifte. Da man sich das Stiick beliebig
klein vorstellen kann, ist die Annahme zuléssig, der Seilausschnitt entspreche
einer Geraden, wie in Abbildung 2 dargestellt.
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Abbildung 2: Skizze zum Kriftegleichgewicht am Seilkurvenelement

Da es sich bei dem Problem um ein statisches handelt und das Seilelement
als Punkt betrachtet werden kann, liefert das Kriftegleichgewicht weitere
Aufschliisse:

ﬁ50+ﬁ51+Aﬁ:0 (2)

mit(1) = AF, + §(z)Az = 0 (3)
dF,

Az — dx : I +4(z)=0 (4)

Gleichung (4) stellt die allgemeine Seilgleichung fir ein belastetes Seil
dar.



2 Seilkraft allgemein

Aus der Gleichung (4) folgt durch Integrieren die Seilkraft:
Fi(z)=F)— /(j’(a:) dr  Fy: Integrationskonst. (5)
0

Das Seil hat an jeder Stelle die Richtung von F.,. Die Form des Seiles erhalt
man, indem man die Richtungen aller Linienelemente F;As aneinanderfiigt.

3 Das Seil wird nur von Gewichtskraften bela-
stet

Der hiufigste Einsatz von Seilen 14#t sich durch ein ebenes Problem beschrei-
ben, bei dem das Seil nur durch Gewichtskrifte belastet wird. Das bedeutet
fiir die spezifische Lingebelastung, daf diese immer nur nach unten wirkt.
Man lege nun in den Betrachtungspunkt ein Koordinatenkreuz und betrachte
die angreifenden Kréfte nach Richtungen getrennt. Abbildung (3) verdeut-
licht dies.

Abbildung 3: Seilkurve eines in der x-y-Ebene betrachteten Seils mit Ge-
wichtsbelastung

Damit haben die beiden angreifenden Krifte bzgl. [x¢;yo| die Koordina-
ten Fi[H;V] und §(z)[0; —¢(x)]. Setze diese nun jeweils in die allgemeine
Seilgleichung (1) ein:

dH
z-Richtung : e 0= H = Hy = konst. (6)



y-Richtung : — —q(z) =0=> — =¢q(x) (7)

=>V=V0+/q(x)d:c
0

Bemerkenswert ist, dafs die Horizontalkomponente der Seilkraft iiber die ge-
samte Lénge konstant ist. Weiterhin gilt:

_dy Vv
tan p = = = g (8)
dy
Hy-—= =V 9
= 0 9)
. d?y
©)in (1) = HSY = 4(x) (10)

Gleichung (10) ist die Differentialgleichung der Seilkurve. Durch zweimaliges
Integrieren erhilt man daraus die Seilkurve y(z).

4 Belastung nur durch das Eigengewicht

Mit Hilfe dieser DGL kann man nun im Prinzip jedes belastete Seil untersu-
chen. Die Kettenlinie beschreibt eine Losung fiir einen haufig anzutreffenden
Spezialfall, ndmlich daf das Seil nur von seinem Eigengewicht belastet wird.
Um eine Lésung zu erhalten, muf man sich zunichst Gedanken um die dabei
auftretende spezifische Langenbelastung machen.

Sei gy das Seilgewicht pro Einheitsldne (in N/m) und ds ein wiederum
infetesimal kleines, demnach gerades Seilstiick. Gleichung (7) kann man ge-
schickt umformen:

dv dV ds ds
a(z) dz ds dx @ dz (11)
—~~
(*)
Dabei beschreibt () den Anteil, um den die Vertikalkomponente der Seilkraft
pro Langeneinheit des Seils entlang desselben vergréfert wird, also gerade das
Seilgewicht.

Weiterhin gilt nach Pythagoras ds = \/dz? + dy?, da ds, dx und dy nach
Annahme ein rechtwinkliges Dreieck bilden. Es folgt:

o ds _ qo 5 5 dy\’
q(x)—qo(m = Jodr? +dy? = qoy| 1+ | - (12)



5 Die Kettenlinie

Setze (12) nun in die DGL der Seilkurve (10) ein und lése sie durch zweima-
liges Integrieren:

d?y dy\
H. 14+ (=2 1
O da D <dx> (13)

Substituiere u = j—g, trenne die Variablen und fiihre die erste Integration aus:

d
Ho% = qV1+u?

du Qo

vV 1 —|— U2 HO
1 qo0
/\/1+u2 HO

Ein Blick in die Formelsammlung liefert [ \/liwdu = arsinhu zum Losen
des linken Teils. Fiihre fiir den rechten Teil eine Integrationskonstante ;—%xo

ein. Mache anschlieffend die Substution riickgingig:

/;du = ﬂ/dm
V1 +u? H
] qo0

arsinhu = —z— =—x
v = sinh (%(m = mo))

d .
% = sinh (;1]—00(33 — x0)>

Intergriere nun ein zweites Mal mit Hilfe der Formelsammlung, die besagt,
dak [sinh(az)dz = I cosh(azx). Deweiteren sei 3, wiederum eine Integrati-

onskonstante:
dy

0y = /sinh (;_II—OO(JJ — :Uo)>

H, qo
) = + — cosh (— T —z )
Y@) = w2 cosh (o= x0)

Abschliefend kann man noch den Koordinatenursprung des betrachten Kraf-
tekoordinatensystems ([zo;yo| in Abbildung (3)) mit dem der Seillinie in
Deckungsgleichheit bringen, dann ist o = 0 und yo = 0. Man hat somit
abschlieftend einen allgemeinen Ausdruck der Kettenlinie:

H qo
r) = — cosh —=x 14
y(x) ” 2 (14)



Nachbemerkungen

Die Funktionen sinh und cosh werden durch folgende Beziehungen beschrie-
ben:

T —ZT

e —e

sinhy = ————
2

ef+e®

coshx = +T
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