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Vorbemerkung

Wir haben dieses Dokument nicht in dieser Form abgegeben. In diese rezensierte Fassung sind neben
einigen Vorzeichenkorrekturen insbesondere die Anmerkungen eingeflossen, die Cora in der Ubung
am 09.12. 2005 zu Aufgabe 3 gemacht hat. Wir haben die dort gezeigte Grafiken komplett neu erstellt
und eingebunden.

Aufgabe 1

Gegeben ist die Differentialgleichung

i=—-2°4+(A-B)z+C (1)
Fur den stationdren Zustand mia&= 0 gelten. Wir untersuchen demnach, fur weletgie Bedingung

0= 22+ (A-B)z+C=2>-(A-Bz—C )

gilt. Die rechte Seite von (2) hat die Gestak= z2 + px + ¢ mit p = —(A — B) undg = —C. Durch
quadratische Erganzuhgnden wir firz zwei Losungen
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Da nach Voraussetzung, B,C > 0, ist in jedem FaII\/( B 4o > (A;—B). x beschreibt die

Konzentration des StoffeX und kann daher nur positive Werte annehmen. Der einzig chemisch
sinnvolle stationére Zustand der Differentialgleichung (1) liegt somit bei

(A-B), [(A=By

5 —+C (4)

Trs =

'Herleitung siehe Anhang
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Um das Terrain fur die Untersuchung der Stabilitat des soeben gefundenen stationédren Zustandes zu
ebenen, mussen wir die Ableituﬁ% mit f(x) = & gemal (1) untersuchen.

dféjs) = —2z,+ (A - B)
=2(A;B) ~2 (A:LB)2+O+(AB)
~ 9 (A;B)quc (5)

Das Stabilitatskriterium flr den betrachteten stationédren Zustand wird vom Vorzeichen dieser Ablei-
tung bestimmt. Der Wert des Wurzelterms ist in jedem Fall groRer Null.da, C' > 0. Damit ist
der Wert der Ableitung in jedem Fall kleiner Null und der betrachtete stationére Zustastcstabil.

Aufgabe 2

Wir mochten die stationaren Zustande eines Systems, das durch die Differentialgleichung

VzrV(l—V>— bHV (6)

K V+W

beschrieben wird, bestimmen. Diese sind charakterisiert durch die Bedinguag0. Wir suchen
daher Ldsungen, die diese Bedingung erfillen. Eine (triviale) Losunig ist 0. Wir setzen daher
V' # 0 voraus und finden zwei weitere Losungen:

! T GH
0=rV - V-
TR+

o pH= (TV— %VQ) <1+“//°>

v Ty Y%
& BH=rV KV + 1V KTV

1% r
& 0—7“V<1—I§>—KV2—5H+TVO

HK
& o:vz—V(K—voHﬁT—voK (7)

Die Gleichung (7) hat die Gestdlt= 2 + px + ¢ mitp = —(K — V) undq = BHTK — VoK. Nach
der p-g-Formel folgen die Lésungen

V2/3:(K;V0)i\/(K_4VO)2—mZK+VOK
_(K—%)i\/(K—%)Q—ﬁlﬂIfKJrﬁlVoK
N 2 4
K-V K +Vp)? HK
_ 20)i\/( Zo)_ﬁr (8)

Klaus G. Bliimel, Lars Hoegen Seite 2



Ubungen zuEinfiihrung in die mathematische Modellierung 6. Ubungsblatt

10 5

Vegetation V

0 T | T T T T T
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
Anzahl H der Herbivoren

Abbildung 1: Diagramm der Vegetationsentwicklung fur die stationaren Zustgnded V5

Abbildung 1 zeigt ein Diagramm der Vegetationsentwicklung fir die stationdren Zustanohel V5
bei den gegebenen Parametera 1, 6 = 1, K = 10 undVj = 1. Es ergeben sich die Funktionen:

10-1 10-1)2 10H
V2/3:( 5 )i\/( 1 ) — +10=4,5++/30,25 — 10H 9

Man erkennt, dal3 nur im Bereidh< H < 3,025 beide positiven stationaren Losungen existieren.
Die rechte Grenze wird durch die Bedingiiag= V3 bestimmt. Dies ist gerade dann der Fall, wenn
der Wurzelterm den Wert Null annimmt. Wir bestimmen daher den Weftir den gilt:

Oé\/30,25—10H & 10H =30,25 & H =3,025

Die linke Grenze kdnnen wir aus der Bedingung= 0 bestimmen:

04475—\/30,25—10H & 4,5 =30,25 - 10H < 10H =30,25 4,52 & H=1

Aufgabe 3
Gegeben ist eine Differentialgleichung
er(l—[};)Y:rY—aYQ mits:% (20)

die einen logistischen Wachstumsprozel3 beschreibt.
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Abbildung 2 zeigt das Richtungsfeld der Differentialgleichung (10) mit den Parameterri und
K =1.
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Abbildung 2: Richtungsfeld der Differentialgleichung (10) mit den Parametetnl und K =1

Man erkennt einen stationaren Zustand Yiei= K. Dieser ist zu erwarten, denn aus der Bedingung
Y = 0 folgt
02KY ——¥2 & ~Y2=yY & Y, =K

K K
Der Zustand ist fiir > 0 stabil, denn mitf (V) = Y gilt
df (¥s) r
%Y, = r— 2K —r— 2= —
% r € T % T T r <0

(b)

Die Abbildungen 3 bis 6 auf den Seiten 5 f. zeigen den Verlauf der Lésungen fiir verschiedene Para-
meterkombinationen.

(€)

Dae = £, sind zwei Falle moglich, in denen< 0 ist.

1. Fall Furr > 0 und K < 0 verliert der rechte quadratische Term der Differentialgleichung (10)
seine beschrankende Wirkung. Das logistische Wachstum geht Giber alle Grenzen hinaus. Dies
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Abbildung 3: Losungen der Differentialgleichung (10) fir die Parameter0.5, K = 5 undyy =
15 (oben),yo = 6 (Mitte) sowieyy = 2 (unten)
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Abbildung 4: Richtungsfeld der Differentialgleichung (10) mit den Paramekéra 5, yo = 1 und
r = 0.5 (oben),r = 0.2 (Mitte) sowier = 0.1 (unten)
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Abbildung 5: Richtungsfeld der Differentialgleichung (10) mit den Parametetn0.5, yo = 1 und
K = 34 (oben),K = 10 (Mitte) sowie K = 5 (unten)
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Abbildung 6: Richtungsfeld der Differentialgleichung (10) mit den Parametetr0, 5, 3o = 1 und
e = 0.1 (oben),e = 0.05 (Mitte) sowiec = 0.015 (unten)
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erkennt man auch daran, daR sichifiir 0 keine positiven stationaren ZustaAaeehr finden
lassen. Von jedem gegebenen (positiyeknfangswert wichst die Population gegen

2. Fall Firr < 0und K > 0 gibt es einen erwarteten stationaren Zustandybei K, vgl. Aufga-
benteil (a). Dieser ist allerdings instabil, da< 0, d.h.—r > 0.

(d)

Um zu prifen, ob der gegebene Ausdruck eine Losung der Differentialgleichung (10) darstellt, leiten
wir diesen ab:

dy'(t) _ . (ert=m) . ) (1 4 erlt=m)) — (grlt=m) . gri=m) .
dt (1+ ertt=m)?
er(t—m) 4 e?r(t—m) o — e?r(t—m) . T]

(1 + e’"(t_m))

. or(t—m)
_ Kr-e . (11)
(1+ erleom)

Setzt man den gegebenen Ausdruck in die Differentialgleichung (10) ein, erhalt man:

1 5 er(t—m) 1 e2r(t—-m)
rYy — EY =7 (Kl o ) K 4(1 n er(t—m))z
B Kr- (er(tfm)) (1 + 6r(tfm)) _ eQr(tfm)
o (]_ + 6r(t7m))2

Kr-e"t=m) 1) dY ()
(14 er(t—m))2 dt

(12)

Wir erkennen, dal3 der angegebene Term eine Losung der Differentialgleichung darstellt. Mit dem
AnfangswertY’ (0) = Yy > 0 laBt sich ein Ausdruck fiim gewinnen:

e m |

Y0)=K— LY,
(0) Troom =10
& Ke ™™ =Yy + Yge ™
_ Yo
& ™l —Yy) = —
e (l-Yo) = 3
Yo
_ B O . U
1“( - ) 1. (K
= m:—K(lyo):ln(—K) (13)
r r Yo

2Der triviale stationdre Zustarid, = 0 existiert auch in diesem Fall.
Swir modellieren einen WachstumsprozeR, d.h. negative Anfangswerte sind nicht sinnvoll.

Klaus G. Bliimel, Lars Hoegen Seite 7



Ubungen zuEinfiihrung in die mathematische Modellierung 6. Ubungsblatt
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Um das Verhalten des logistischen Wachstums der Bohne fir verschiedene Parameter untersuchen zu
kénnen, haben wir die gegebene Differentialgleichung (10) durch das Runge-Kutta-Verfahren 4. Ord-
nung approximiert

Wir haben dann fur verschiedene Parameter wo& und Y (0) Losungskurven erstellt. Um ihre
Qualitat beurteilen zu kénnen, haben wir fir die gegebenen Mel3zeitpunkte die quadratische Differenz
zwischen approximiertem Funktionswert und der gemessenen Héhe gebildet. In Anlehnung an die
Methode der kleinsten Quadrate sehen wir die Summe der so berechneten Abweichung als MaR3stab
fur die Gute der Approximation an.

Farr = 0,10, K = 254 undY (0) = 1, 30 haben wir die kleinste quadratische Abweichung ermittelt.
Das ProgramnMaple verhalf uns zu der Lésung

254

Y(t) (1+(2527) 67%)

(14)

zur gegebenen Differentialgleichudg= 0,1 - Y ( 254) mit dem Anfangswer¥ (0) = 1, 30.

A Herleitung der p-g-Formel

In der Lésung zu Aufgabe 1 wird behauptet, daR eine Gleicluagz? + px + ¢ allgemein durch

Ty = -5+ \/— — q gelost wird. Diese sog-g-Formelkann durch quadratische Erganzung wie
folgt hergeleltet Werden

2> +pr+q=0

& x2+px+(§)2—<g)2+q=0
e (3

NITD NS

) -
© (=+5) ()2
- . g)?

£y/(5) -

w\@

“Bei einem Test mit dem Runge-Kutta-Verfahrens 2. Ordnung war uns die Approximation (fur die Parameter
und K = 1) nicht genau genug, so dal® wir uns fiir das etwas aufwendigere Verfahren entschieden haben. Das Verfahren 4.
Ordnung ergab mit den Parameters- 1 und K = 1 eine wesentlich bessere Approximation.

Klaus G. Bliimel, Lars Hoegen Seite 8



