Mathematische Modellierung
Losungen zum 7. Ubungsblatt

Klaus G. Blumel Lars Hoegen

20. Dezember 2005

Aufgabe 1

Wir haben das gegebene erweiterte, skalierte Lotke-Volterra-Modell mit Hilfe &ngsAL-Pro-
gramms numerisch nach dem Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung gel6st. Die so erzeugten Daten-
punkte haben wir mittel&nuplot zur Darstellung der geforderten Phasendigramme und Zeitdiagram-
me (Abbildungen 1 bis 5) verarbeitet. Die Datenpunkte der Zeitdiagramme wurden mit Hilfe einer
kubischen Regression miteinander verbunden.
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Abbildung 1: Phasendiagramm (a) und Zeitdiagramm (b) des Rauber-Beute-Modells mit den Parame-
tern (4, x,¢) = (1,0,0)

In Abbildung 2 sind zwei Phasendiagramme fiir verschiedene Anfangswerte dargestellt. Man erkennt,
daR das System sowohl ,von innen* als auch ,von auf3en“ einem stationédren Zustand entgegenstrebt.
Auch das in Abbildung 3 dargestellte System weist einen stationaren Zustand auf.

Die anderen drei Systeme haben keinen stationdren Zustand, bei dem noch Rauber vorhanden waren.
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Abbildung 2: Phasendiagramme (a), (b) und Zeitdiagramm (c) des Rauber-Beute-Modells mit den
Parameteritd, x, ) = (1,0.5,0.15)
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Abbildung 3: Phasendiagramm (a) und Zeitdiagramm (b) des Rauber-Beute-Modells mit den Parame-
tern (6, x,e) = (1,0.5,0.3)

Klaus G. Blimel, Lars Hoegen Seite 2



Ubungen zuEinfiihrung in die mathematische Modellierung 7. Ubungsblatt

v Réuber
o Beute -------
- 45
N
15 o .
N
N
’ _ 35
3
o + b
2 ; 3
s =,
3 b 2
& ¥ g
! &
:
% 25
1
ke
%
05 b )
.,
ey,
ey [ S
T, 15
B T
W\
° 1
0 0.2 04 06 08 1 12 14 16 18 0 20 0 p ™ o
Beute -
(@) (b)

Abbildung 4: Phasendiagramm (a) und Zeitdiagramm (b) des Rauber-Beute-Modells mit den Parame-
tern (6, x,e) = (1,0.5,0.6)

Réuber
* Beute -------
18
45
R
16 *
M 4
b
14 3
N 35
12 + 5 ¥
N El
2 N g
3 1 ¥ g 3
4 + E
+ [
08 +
+ 25
*
06 o
4, 2
*r
04 o7
N
Ty, H
0.2 T, 15t/
++++**+<+*+m |
) [, 1
) 05 1 15 2 25 3 35 o 20 40 60 80 100
Beute Zeit

Abbildung 5: Phasendiagramm (a) und Zeitdiagramm (b) des Rauber-Beute-Modells mit den Parame-
tern (6, x,e) = (0.5,0.5,0.3)
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Aufgabe 2
Wir mochten die stationaren Zustande eines Systems, das durch die Differentialgleichung
: V BHV?

beschrieben wird, bestimmen. Diese sind charakterisiert durch die Bedifgen€. Wir suchen da-
her Losungen, die diese Bedingung erfillen. Wir setZes 0 voraus und kommen nicht nennenswert
weiter:

BHV?
(V2 +17)

.
= (v = ZV2) (V24 V) - pHV?

Loy
0=rV KV

r rVi
= VP = ViV - =2 VE - BHV?

V2
- —;{V?’+7~V2—V<TKO+ﬁH> VR @)

Es gilt, die Nullstellen eines Polynoms dritten Grades zu bestimmen. Wir sind trotz haufig wiederhol-
ter Ansatze Uber verschiedene Methoden (nach verschiedenen Formelsammlungerviapde)niu

keinem brauchbaren Ergebnis gekommen. Auch der Ansatz, eine Nullstelle durch ,scharfes Hinse-
hen* zu finden und danach per Polynomdivision ein Polynom zweiten Grades zu erzeugen, scheiterte
daran, dal3 es unserer Ansicht nach keine einfach zu ermittelnde Nullstelle gibt. Selbst der triviale
AnsatzV’ = 0 liefert nur dann eine Nullstelle, wenn gleichzeilig = 0 vorausgesetzt wird.

Aufgabe 2 — Nachtrag

Wir mochten die stationdren Zustande eines Systems, das durch die Differentialgleichung

. BHV?

beschrieben wird, bestimmen. Diese sind charakterisiert durch die Bedinguag0. Wir suchen
daher Losungen, die diese Bedingung erfullen.

Man erkennt die erste triviale LOsung = 0. Wir nehmenV # 0 an und suchen weitere Nullstellen:
BHV?

(V2+V3)

=V (V*+V§) — BHV?

=rV34+rVV§ — BHV?

GH

r

07V —

=2 V4V (4)

1Cora hat am Montag, dem 12. Dezember erst ganz spat bemerkt, daf3 ein ,Fehler” in der Aufgabe war, der zu dem um-
schdnen Polynom dritten Grades fihrte. Prinzipiell ist zwar oben gezeigte Losungsansatz auch richtig, allerdings kommt bei
der Losung mit Hilfe vorMaple ein sehr unschdner Bandwurm-Ausdruck heraus. Dieser Nachtrag behandelt die korrigierte
Aufgabenstellung.
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Das Polynom hat die Form? + pV + ¢ = 0 mitp = —BTH undq = V2. Mit Hilfe der p-g-Formel
ergeben sich die Lésungen:
ﬁH ,32H2 V2

Vojg=— =+ - 5
237 o 4p2 0 ©)
Da wir ein reales System betrachten, sind nur reellwertige Lésungen zulassig, d.h. wir missen
,82H2
Vi< —
0= 42

fordern.

Fur alle folgenden Betrachtungen der stationaren Zustande setzen wir fir die Parameter die Werte
r = 8 = Vy = 1. Abbildung 6 zeigt den Verlauf der stationdren Zustandé/ini/ -Diagramm unter
dieser Voraussetzung.

Vegetation V

Anzahl H der Herbivoren
Abbildung 6:V'-H-Diagramm der drei stationaren Zustaride, 3 (mitr = 8 =V = 1)

Der stationdre Zustand, = 0 existiert unabhéangig von den gewahlten Parametern, was ob des Mo-
dells auch zu erwarten ist. Wo keine Vegetation vorhanden ist, wird sich auch nichts andern.

Die stationaren Zustandg; existieren furH > 2. Da unser Modell die Realitat abbildet, sind nur
reellwertige stationdre Zusténde von Interesse. Bei genauerer Betrachtung des Ausdrucks (5) erkennt
man, dafd der Term unter der Wurzel fHr < 2 kleiner Null ist, d.h. die Wurzel und damit der
komplette Ausruck nimmt einen komplexen Wert an. Flie= 2 hat der Wurzelterm den Wert Null,

d.h. esfolgtls, = V3. Fur alleH > 2 laf3t sich der Wert des Wurzelterms nach oben abschéatzen:

| H? > /H2_H
4 4 2

Wir erkennen, daf fur all& > 2 alle drei stationdren Zustande existieren.

Um eine Aussage Uber die Stabilitat der stationaren Zustandé f&r3 machen zu kénnen, bilden
wir zunachst die Ableitung der gegeben Differentialgleichung nidchnd setzten dann die Werte
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Vi2/3(H = 3) der stationaren Zustande ein.

df(Viass)
Y1/2/3 = T av

d HV?
~av <7"V B 5v2+v02>

(HV)(VZ+VE) — (HV?)(2V)

:T—/B
(V2 +V)*
2HV?
—rp 20T ©
(V2+V3)
\%4 .
:1—672 mitr ==V, =1undH =3 @)
(V2+41)

Untersuche nun das Vorzeichen vep, 3, welches die Stabilitat der stationaren Zustande bestimmt.

=1-—-5=1>0 =Vi(H = 3) ist instabil. 8
=1y 1(H =3) ®)
3 9
6 (5 TyVi— 1) . .
v =1 5 5 ~0.75 >0 =V,5(H = 3) istinstabil. (9)
((3 +y/§-1) +1
3 9
6 (5 —Vi— 1) . .
v3 =1 5~ —0.75 <0 =V3(H = 3) ist stabil. (10)

Aufgabe 3

Bei dem gegebenen Modell handelt es sich offenbar um ein System von zwei Arten, die sich eine
Ressource des gleichen Lebensraums teilen.

Die Populationszunahme der Art X wird zum Einen durch die bereits vorhandenen Individuen be-
einfluldt, zum Anderen wirkt die Konkurrenz der At auf die Population ein. Der linke Teil der
Gleichung beschreibt ein durch einen Kapazitétstafinibegrenztes logistisches Wachstum mit der
Wachstumsrat@, . Der rechte Teil tragt dem Faktum Rechnung, daf3 die begrenzten Ressourcen von
beiden Arten beansprucht werden.

ax

— =Xl -aX)- nYX

dt —_—— ——
logistisches Konkurrenz-
Wachstum term

Ohne Anwesenheit der Aiit wirde das SystemX ein normales logistisches Wachstum zeigen. Pro
Zeiteinheit wachsep; Individuen der ArtX nach. Diese Art lebt offenbar in einem Lebensraum mit
begrenzten Ressourcen, denn ihr ansonsten rein exponentielles Wachstum wird durch eine Maximal-
kapazitaty; nach oben begrenzt.
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Nun gibt es im Lebensraum noch die Art, die die gleichen Ressourcen beansprucht. Auch ihre
Entwicklung folgt einem begrenzten logistischen Wachstum mit dem Wachstumspar#@netet
dem Kapazitatsparametes.

dy

7252X<1—CE2X)— ’yQXY

dt —_——
logistisches Konkurrenz-
Wachstum term

Dal beide Arten den gleichen Lebensraum beanspruchen, erkennt man daran, daR3 sich die Popula-
tionen mittels des Konkurrenzterms gegenseitig nach oben begrenzen. Je mehr Individuuen von der
eingenen oder von der fremden Art vorhanden sind, desto starker schrumpft die eigene Population.
Die Parametety; und~, beschreiben dabei nur, wie ,gut’ die jeweilige Art den noch vorhandenen
respektive den freiwerdenen Lebensraum besiedelt.

Das Modell kénnte z.B. die Populationsentwicklung von zwei Wildtierarten in einem Nationalpark
beschreiben, die beide die gleiche Nahrungsgrundlage haben. Als Beispiel seien hier Gnus und Zebras
angefuhrt.

Aufgabe 4

Es gibt zwei einfache Beweise fur die Tatsache, Blaf34.

Erster Beweis
Seia + b = ¢ fUr beliebigea, b, ¢ € R erfillt. Dann folgt:

a+b=c
a+b—5c=—4c
5a + b — bc = 4a — 4c
5a 4+ 5b — 5c = 4a + 4b — 4c
5(a+b—c)=4(a+b—c)
5=4

Stimmt das?
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Zweiter Beweis

Es ist leicht einzusehen, daf3= 3. Daraus folgt:
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