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Aufgabe 1

(@)

Gegeben ist ein Gleichungssystem
L=aL—puL — pel? —~L 1)
A=~L—6A (2)

das eine Fischpopulation beschreibtist dabei die Anzahl der Larver, die der Adulten.

Der Faktord beschreibt die Sterberate der erwachsenen Fische, die Zahl der Adulten nimmt propor-
tional zur vorhandenen Anzahl ab. Der Faktokann als Ubergangsrate bezeichnet werden. In der
ersten Gleichung sorgt er fur eine Begrenzung der Larvenzahl in Abhangigkeit von der vorhandenen
Larvenzahl, in der zweiten Gleichung sorgt er fiir einen Zuwachs der Adultenpopulation. Insgesamt
beschreibty also, wie viele Larven das Erwachsenenstadium erreichen. Die zweite Gleichung ist da-
mit vollstandig beschrieben.

In der ersten Gleichung tauchen noch Konstamtem unde auf. o wirkt positiv auf die Wachstums-

rate der Larven, in Abhangigkeit von der Gesamtzahl der Larven. Man katemnach als Wachs-
tumsrate bezeichnen. Paradoxerweise hangt der Populationszuwachs nicht von der Zahl der Adulten
ab, d.h. die Larven mussen fruchtbar sein und fiir Nachwuchs sorgen.

1 unde wirken mit negativem Vorzeichen auf die Populationszunahme der Larven. Da beide in linea-
rer bzw. quadratischer Abhéngigkeit von der Larvenanzahl stehen, kann man sie als intraspezifische
Konkurrenzterme bezeichnen. Je mehr Larven vorhanden sind, desto weniger Ressourcen stehen zur
Verfligung, d.h. desto weniger Larven tberleben und kénnen fir Nachwuchs sorgen, womit die Popu-
lationszunahme absinkt.

(b)

Unter den Voraussetzungen= 2 unde = § = 1 = 1 vereinfacht sich das gegeben Modell zu:
L=L-IL*-~L=(1-~)L—1L? = f(L, A) (3)
A=~L-A =g(L,A) (4)
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Wir bestimmen zunéchst Werté*, A*), fur die ein stationarer Zustand vorliegt, d.h. fur dig., A) =
0Ag(L,A) = 0gilt. Gleichung (3) wird furL € {0, (1 — )} gleich Null, d.h. es kommen als statio-
nare Zustande die Wertepaare

1. (L*, A%); = (0,0)
2. (L*,A")y=(1—7,7v—7%

in Frage.y kann somit jeden beliebigen positiven Wert annehmen, denn Werte0 machen im
gegebenen Modell keinen Sinn.

(€)

Zur Untersuchung der Stabilitat der in (b) bestimmten stationdren Zustéande bilden wir zunéchst die
Jacobimatrix des Gleichungssystems (3) und (4):

Of(L.A)  f(L.A) 1—~y—2L 0

N g

J(L, A) = <ag?LL,A) ag?ﬁA)) - < v 1) ©)
oL oL

Setzen wir nun die stationdren Zustande ein, kdnnen wir Aussagen Uber die Stabilitat treffen.
Esist

N & S A\
s an= (17 ) ©

MmitdetJ = 1 — vy undspurJ =2 — .
Unterscheide die folgenden Félle:

1. DaspurJ > det J fur alley, existieren keiney, fir diespur § < 0 unddetJ > 0 erflllt ware,
d.h. es gibt keiny, fir das(L*, A*); stabiler stationérer Zustand wére.

2. Furalley > listdetJ < 0und(L*, A*); ist instabiler stationérer Zustand.

3. Firalled < v < 1listspurJ > 0und(L*, A*); ist instabiler stationarer Zustand.

Es qgibt keiney, fur die eine Entscheidung Uber die Stabilitat nicht moglich ist, dahdilistA*),
instabiler stationarer Zustand.

Esist

~(T* * _ _1+’7 0

s A= (T ™
mit det J = —1 + v undspur J = .

Da im gegeben Model} > 0, ist auchspur J > 0 und(L*, A*), ist instabiler stationarer Zustand fur
alle~.
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Aufgabe 2

(@)

Zu Bestimmen sind die stationaren Zusténde eines konkurrierenden Systems mit den Zustandsglei-
chungen:

t=xz(l-z-my) = f(z,y) 8
y=y(l-—y—11) = g(z,y) )
unter den Voraussetzungen, v, > 0undz,y > 0.

Wir suchen Wertepaare™, y*), die die Bedingund (x,y) = 0 A g(z,y) = 0 fur stationére Zustande
erfillen. Gleichung (8) nimmt den Wert Null fii; = 0 oder flr

l-z2-my =0 & x=(1-my)

an. Wegen der symmetrischen Struktur der gegeben Gleichungen giltfly) prinzipiell dasselbe.
Gleichung (9) nimmt den Wert Null fly; = 0 oder furys = (1 — y2 x) an.

Insgesamt gibt es jetzt vier Méglichkeiten die beiden Funktionen gleichzeitig Null werden zu lassen:

1. x =0undy =0,

2. z=0undy = (1 — 2 x) =01,

3.2 =(1-my) = 1undy = 0 sowie
4. x=(1—my)undy = (1 — 2 x)

Bei der vierten Mdaglichkeit kann man wechselseitig einsetzten undosov. x eliminieren:

r=1l-my=1-n(l-mz)=1-y+nnz
= .’Ii(l—")/l"yg) = 1—"}/1
1_
PN R St 0
1T —m7
y=l-mr=1-n1-ny =1-r+m7y
& yYl—-—mm)=1—-m

g Yy =

1. (z*,y%)1 = (0,0)
2. (z*,y")2 = (0,1)
3. (z%,y")3 = (1,0)
4. (29 = (555 1)

T-m172? I=-71172
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(b)

Um die Stabilitat der stationaren Zustande zu bestimmen muissen die Werte der stationdren Zusténde
in die Jacobi-Matrix eingesetzt werden. Wir bilden daher zunachst die Jacobi-Matrix:

8féx7y) W
3@ Y) = | agley)  og(aw)

ox ox

1-2z—-my -V )
= 10
< —Y2Y 1 -2y -y (10)

Wir setzen nun der Reihe nach die Werte fur die stationaren Zustande ein und Uberprifen die Deter-
minante und die Spur der Jacobi-Matrix auf die Stabilitatskriterien.

o e x 10

spurJ(z*,y*)1 = 1+ 1 = 2 > 0 fur alle (y1,72), d.h. («*, y*); ist instabiler stationérer
Zustand.
~ I-m 0
* ok _
2. J(.’L‘ Y )2 - < —s _1)
spurJ(z*,y*)e =1—v — 1= —y < 0,dan.V.y; > 0.
<0 fury <1
detJ(z*,y*)a=—1+yistg =0 flry, =1
>0 fury >1

Damitist(z*, y*)o flr v; < 1instabiler und fury; > 1 stabiler stationarer Zustand. Fiar= 1
kénnen wir keine Entscheidung treffen. Dies gilt fiir beliebige

A~k ok —1 -

spurJ(z*,y*)3 = —1+ 1 — 5 = —y2 < 0,dan.Viyp > 0.
<0 firy <1
det:j(:(;*,y*k,) = -1+ Y2 ist< =0 fir Y2 = 1
>0 flryy >1

Damitist(z*, y*), flr v2 < 1 instabiler und fur, > 1 stabiler stationarer Zustand. Fiir= 1
koénnen wir keine Entscheidung treffen. Dies gilt fiir beliebige

N 1 mn—-1 mn- 1))
(@474 L—mye \n2(re-1) -1

Wir untersuchen die Bedingung fiir einen stabilen stationéaren Zustand, d.h. wir Sugher)
derart, dadpur J < O unddet J > 0.
1
A~k * - = . )
spur J(z*, y" )4 1= (Mm+72-2)
Fur welche(vy;,v2) istspur J negativ? Unterscheide die Félle:

(a) (1 - ’}/1’)/2) > 0, d.h.’yl’yg < 1.
spur J wird unter dieser Annahme nur dann kleiner Null, wénn + v — 2) < 0 bzw.
wenny; + yo < 2.
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(0) (1 —7172) <0, d.h.yyye > 1.
spur J wird unter dieser Annahme nur dann kleiner Null, wénn + v — 2) > 0 bzw.
wenny; + v > 2.

Fur welche(vy;,v2) istdet J positiv?

det3(a",y")s = 7= (1 = D3 = 1) = (72 = Do = 1)
— o ((n = D = D1 =)

(1 —=D(v2—1)

Wir erkennen, dass fiy; < 1 und~, < 1 die Determinante einen positiven Wert hat. Damit
ist abery; + 2 < 2, d.h. nur im oben diskutierten Fall (a) liegt ein stabiler stationarer Zustand
vor.

Die nicht entscheidbaren Falle liegen fiir= v, =1 = detJ = 0oder(y; +vy) =2 =
spur J = 0 vor.

Zusammengefasstr™, y*)4 ist fur0 < v; < 1und0 < 2 < 1 ein stabiler stationarer Zustand
und fur alle(y1,v2) € {(71,72)|71 > 1und~y, > 1undy; + v2 # 2} instabiler stationérer
Zustand.

Zu den Fallen 2 und 3 haben wir noch einige weitergehende Uberlegungen angestellt.

Fir den stationaren Zustad*, y*)s = (1,0) haben wir ermittelt, das er stabil ist, wenn die Bedin-
gung~y. > 1 erfllltist. Ganz naiv haben wir angenommen, das er auch eintritt, wenn diese Bedingung
erfillt ist. Dabei haben wir den Parametgraul3er acht gelassen weil er ja auch bei der Berechnung
der Stabilitat des dritten stationaren Zustands nicht auftritt. Aus der Stabilitatsbestimmung des zwei-
ten stationdren Zustands wissen wir aber, dass effis 1 stabil ist. Auch hier ist aufgrund der
Rechnung nicht klar wann er eintritt!

Was passiert, wenn beide Bedingungen erflillt sind, d.hy ¢ 1 und~, > 1? Auf welchen Zustand

stellt sich das System dann ein, und vor allen Dingen, warum und wie kann man diese Verhalten
vorab bestimmen? Wir haben ein Programm geschrieben, dass die Aufgabe mithilfe des Runge-Kutta-
Verfahrens 4. Ordnung nachbildet.

Unterscheide die Falle

v1 < 1und vy > 1: Das System lauft unabhangig von den Startwerten immer zum dritten stationaren
Zustand hin, wie es zu erwarten war. Je dichter die beiden Parameter (von beiden Seiten her) an
die 1 heranriicken, desto langer dauert es, bis der stationdre Zustand eintritt.

~v1 > 1lund v < 1: Das System lauft unabh&ngig von den Startwerten immer zum zweiten statio-
naren Zustand hin, wie es zu erwarten war. Je dichter die beiden Parameter (von beiden Seiten
her) an die 1 heranriicken, desto langer dauert es, bis der stationare Zustand eintritt.

v1 > 1und vy, > 1: Das Verhalten des System ist jetzt schwieriger vorher zu sagen. Sowohl das Ver-
haltnis der Startwerte, undy, zueinander wie auch das Verhéltnis der beiden Parameter
und~- nehmen Einfluss auf den stationdren Zustand, den das System abschlieRend einnimmt:

e 71 < v undxzg = yo: Das System lauft zum dritten stationaren Zustand,g.dominiert
das System.
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e 71 > Y undxy = yo: Das System lauft zum zweiten stationaren Zustand,~d.kdomi-
niert das System.

e 71 = v undzy < yo: Das System lauft zum zweiten stationéren Zustand, d.h. der kleinere
Startwertz ist ein dauerhafter (die Existenz der Populatiorernichtender) Nachteil bei
ansonsten gleichen Parametern. Die Symmetrie des Systems lasst dieses Verhalten auch
einleuchtend erscheinen.

e v =y undzy > yo: Das System lauft zum dritten stationdren Zustand, d.h. der kleinere
Startwerty ist ein dauerhafter Nachteil bei ansonsten gleichen Parametern. Die Symme-
trie des Systems lasst dieses Verhalten auch einleuchtend erscheinen.

e v = v Undxy = yo: Das System lauft weder zum zweiten noch zum dritten stationéren
Zustand sondern zu einem Gleichgewicht, d.h. dass wir eher dem vierten stationéren Zu-
stand zuordnen wirden, obwohl die Bedingunger: 1 und~, < 1 verletzt werden.
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