Quantenmechanik fiir StudentInnen des Lehramts
Unvollendete Mitschrift der Vorlesung von Dr.
Jochen Pade im Wintersemester 2003 /04

Lars Hoegen

[homer.simpson@atomkraftwerk-springfield.de]

_ Version: 1
Letzte Anderung: 28. April 2004



Vorwort

Vorliegendes Skript ist der Beginn einer Abschrift meiner Mitschrift aus der Vorle-
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Kapitel 1

Polarisation

1.1 elektromagnetische Welle, allgemeine Form

Eine elektromagnetische Welle kann allgemein vektoriell beschrieben werden als

E(7,t) = By e!Fr=wt) (1.1)

mit
k-E=0 Transversalitét (1.2)
w? = ck? Dispersions-Relation (1.3)

Diese Gleichungen wurden in der Vorlesung Elektrodynamik hinreichend beschrie-
ben und vielfach verwandt. Um die Betrachtung etwas zu vereinfachen, ist es sinn-
voll, k in eine bestmmte Raumrichtung zu legen, z.B. k= (0,0, k). Damit ergibt
sich dann

E(F7 t) _ EO ei(kz—wt) (]_4)
= (Eoa, Eoy,0) ¢!zt (1.5)

Setze 0.B.d.A. Eo, = —¢'*|Ey,| und Ey, = e’ |Ey,| mit o, 3 € R. Dies fiihrt zu
einer weiteren Vereinfachung

E(7,t) = (|Eogl, €| Egy |, 0) ez =<t (1.6)

1.2 lineare und zirkulare Polarisation

Wie kann man die Polarisation von Licht mit Hilfe der vereinfachten Wellenglei-
chung (1.6) darstellen?

Aus Anschauungsgriinden betrachten wir in diesem Abschnitt vorerst nur den reel-
len Anteil:

E, = |Eo|cos(kz — wt) (1.7
[Ey = |Eoy |e® cos(kz — wt)]
besser: E, = |Ey,|cos(kz —wt+ d) (1.8)

Fiir uns sind § = 0 und 6 = +7/2 von besonderem Interesse.
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4 KAPITEL 1. POLARISATION

1.2.1 lineare Polarisation, § = 0

Fiir § = 0 zeigt sich eine lineare Polarisation des Lichtes, denn:

E, = |Ep|cos(kz— wt) (1.9)
E, = |Eyy|cos(kz —wt) (1.10)
By | Eoy| | Eoy|

— = bzw. FE, = E, 1.11
L.~ 1o "= |Bo] (1)

Jede linear polarisierte Welle lift sich als Uberlagerung con horizontal und vertikal
polarisiertem Licht darstellen, siche Abbildung 1.1.

y
E, -

Abbildung 1.1: Skizze zum linear polarisiserten Licht

Speziell fiir £, = 0 und £, = 0 handelt es sich um vertikal bzw. horizontal polari-
siertes Licht.

1.2.2 elliptische Polarisation, § = +7/2

Ein Spezialfall der elliptischen Polarisation ist das zirkular polarisierte Licht. Es gilt
fiir § = £7/2

E, = |Ep|cos(kz —wt) (1.12)
E, = |Eoy|cos(kz—wt+ g) = F|Eoy|sin(kz — wt) (1.13)

E, \* E, \*
|EOI ‘ ‘E0y|
Aus der phasenverschobenen Uberlagerung von vertikal und horizontal polarisiertem

Licht ergibt sich eine elliptische Form, entlang derer der Polarisationsvektor lauft,
wie in Abbildung 1.2 dargestellt.

|E0y|

L | Bo|

Abbildung 1.2: Skizze zum elliptisch polarisierten Licht




1.3. ZUSAMENFASSUNG )

Blickt man in Ausbreitungs-Richtung (nach unserer Konvention in z-Richtung) und
sieht, daf die Polarisation im Uhrzeigersinn rotiert, so spricht man von links pola-
risiertemn Licht, andernfalls von rechts polarisiertem Licht.

1.3 Zusamenfassung

Bisher haben wir folgende Zusténde betrachtet:
(|Eoz],0,0) ¢itkz=wt)
Erertict = (0,]Eqgy|,0) elF==«t)
Ehrechts zickular = (|Eoz|, 4| Eoy, 0) ilkz—wt)
(

| Eox|, —i|Eoyl, 0) e'*==«b)

K horizontal

Elinks zirkular =

Nun kann man diese doch recht lange Art der Darstellung etwas verkiirzen, indem
man folgende Konventionen festlegt:

1. Die dritte Komponente des Vektors ist immer gleich Null, also weglassen bzw.
in zweidimensionale Betrachtung {iberfithren.

2. ekz=wh) tritt iiberall auf, dementsprechend weglassen.

3. Bei nur noch zwei Komponenten bietet sich die Schreibweise als Spaltenvektor
an.

4. Normierung dieses Vektors auf die Linge 1 wird vereinbart.

Damit schafft man einen Ubergang vom dreidimensionalen ,,Anschauungsraum® zu
einem zweidimensionalen Raum, dem sog. Zustandsraum. Ab dieser Stelle betrach-
ten wir nur noch diesen.

Im Zustandsraum werden die Polarisationen wie folgt beschrieben:

H> = <(1)) (1.15)

e horizontal polarisiertes Licht:

e vertikal polarisiertes Licht:

V> = ((1)) (1.16)

e rechts zirkular polarisiertes Licht:

R> = % C) (1.17)

e links zirkular polarisiertes Licht:
1
IL> = ( 1,> (1.18)

Wie hiingen die Zustéinde zusammen'?

H> +4|V> H> —4|V>
M e,
L —|L
H> = [R> + [L> V> = [R> — [L> (1.20)

V2 V2

TMathematisch wird hier eine Basistransformation im zweidimensionalen Vekotrraum beschrie-
ben.




6 KAPITEL 1. POLARISATION

Ein solches System ist charakteristisch fiir die Quantenmechanik. Man vereinfacht
zunédchst die Betrachtung und stellt dann Zusammenhénge fest.

1.4 Intensitit und Betragsquadrat

|R> sei gegeben. Schicke [R> durch einen Analysator, der nur die Intensitét von [H>
und |V> untersuchen kann. Mit welchen Intensititen werden diese beiden Zustdnde
detektiert?

In der klassischen Wellenmechanik wiirde hier das Gesetz von Malus greifen, nach
dem die Intensitat durch das Betragsquadrat der Amplitude beschrieben wird.

In der Quantenmechanik hingegen wird die Intensitét durch den (einfachen) Betrag
der Amplitude beschrieben.? D.h. fiir die Intensitiit von [H> am Analysator gilt?

2

1 1
H>=|—%| =2 1.21
> = | = (121)
und analog fiir |[R>
1?1
R> — | —| =2 1.22
R>=| [ =3 (122)
Allgemein formuliert gilt fiir einen beliebigen Zustand |Z>
|Z>=a|H>+0b|V> (1.23)

Dabei wird die relative Intensitéit von [H> durch |a|? und die von |V> durch |b|?
beschrieben, wobei nach Voraussetzung |a|* + |b|? = 1 (Normierung) sein mug.

1.5 Licht als Photonen

Die bisher gewonnenen Erkenntnisse miissen auch fiir Licht als Photonen gelten,
d.h. die Formalismen aus den Gleichungen (1.19) und (1.20) miissen anwendbar
sein. Schiefe nun auf den 0.g. Analysator ein einzelnes Photon, wie in Abbildung 1.3
dargestellt.

Wenn ein Photon

[R> V> durchkommt, dann
als |V>, sonst
Analysator nicht.
vertikal

Abbildung 1.3: Ein Photon im Analysator

Die Wahrscheinlichkeit, daf ein einzelnes Photon durchkommt, wird beschrieben
mit
Wis = ’—’ = (1.24)

Es folgt:

2Eine Begriindung hierfiir folgt in spiteren Abschnitten.
3Beachte: Wir betrachten hier im Allgemeinen Werte in den komplexen Zahlen, daher der
mathematische Ausdruck des Betrages: |a|? = aa* fiir a € C
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e Licht (Photonen) kann in mehreren Zustédnden gleichzeitig existieren. Ursache:
Dynamik ist linear (Superpositionsprinzip).

e Der Koeffizient ¢ eines Zustands ergibt die Wahrscheinlichkeit |c|?, dei der
Messung diesen Zustand zu erhalten.

e Nach der Messung ist das Photon in einem definierten Zustand.

1.5.1 Schrodingers Katze

Der Physiker ERNST SCHRODINGER, der sich theoretisch mit der Fragestellung
der Phontonenzusténde auseinandersetzte, beschrieb 1935 ein Gedankenexperiment,
welches als Analogie zu den mehrfachen Zustédnden eines Photons gesehen werden
kann. Es geht sinngeméfs wie folgt:

Man nehme eine beliebige Katze und packe sie in eine schwarze, von
auflen nicht einsehbare Kiste. Dazu packe man eine Apparatur in die
Kiste, die eine geschlossene Giftphiole und ein radiokatives Isotop ent-
hilt. Die Apparatur sorgt nun dafiir, daf die Phiole ge6ffnet wird, wenn
ein Zerfallsteilchen in bestimmter Richtung auf die Phiole trifft.

Nun warte man 2 R.4 Ist die Katze nun tot oder lebendig?

Da der Zerfall des Isotops eine Zufallsgrofe darstellt, kann man diese
Frage nicht hinreichend beantworten, ohne in die Kiste zu schauen. Das
»in die Kiste schauen“ stellt aber einen Mefprozeff dar, mit dem man
auch iiber die Zustdnde von Photonen Klarheit gewinnt. Bis zu diesem
Mefszeitpunkt ist die Katze aber sowohl lebendig als auch tot, zumindest
ist dies die einzig sichere Aussage, die man iiber das Sytem ,Katze in
schwarzer Kiste treffen kann. Bei der Messung ist die Wahrscheinlich-
keit, die Katze lebendig anzutreffen, dementsprechend 1/2.

Das hier beschriebene Gedankenexperiment hat in der Quantenmechanik derart
nachgewirkt, daft man im englischen Sprachgebrauch auch von cat state spricht.

1.6 Operationen im Zustandsraum

Die oben genannten Elemente [H> und [V> bzw. |L> und |R> spannen einen zwei-
dimensionalen komplexen Vektorraum mit den Basen {|H>,|V>} bzw. {|R>, |L>}
auf, in dem sich jeder Zustand als Uberlagerung der Basenelemente darstellen 1aft:

Z> =a[H>+b[V> bzw. |Z>=c|R>+d|L>

Daher nennen wir diesen Vektorraum Zustandsraum.

Wie kann man in diesem Vektorraum nun Léngen definieren?

Die Léinge von (§) konnte definiert sein als L? = a? + b?. Dies wire wenig sinnvoll,
denn dann hitte z.B. (1) die Lange Null.

Dementsprechend definieren wir die Lange eines Vektors aus dem Zustandsraum als

L? = aa* +bb* = |a|® + |b|? (1.25)

Um uns Schreibarbeit zu ersparen, formalisieren wir diese Berechnung nach den
Gesetzten der Matrixrechnung. Dazu fithren wir einen sog. dualen Raum ein, der
die komplex konjugierten Elemente des Zustandsraumes umfassen soll. Es soll gelten

!
Elementgyajer Raum verkniipft mit Elementy .. qoaum = Zahl

49R ist eigentlich keine bestimmte Zeit, aufer dass 1 9 mit dem Attribut ,ausreichend lange*
assoziiert wird.
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Der Vektorraum umfasst in unserem Fall nur Spaltenvektoren, der duale Raum nur
Zeilenvektoren. Es ergibt sich

L= (a*,b") (Z) = aa* + bb* (1.26)
~——
€ dualer Raum haVed

€ Zustandsraum
Man erhélt (a*,b*) aus () durch

1. Transponieren, d.h. (Z) — (a,b) und
2. komplexem Konjugieren, d.h. (a,b) — (a*, b*).

Man bezeichnet diesen Vorgang als Adjungieren®, angedeutet durch das Symbol 1:

(Z) Adiong. (o (ZY (1.27)

In der Quantenmechanik sind selbstadjungierende Matrizen, sog. hermitesche Ma-
trizen von besonderer Bedeutung. Fiir sie gilt MT = M.

1.6.1 Der Bracket-Formalismus

Da Quantenmechaniker schreibfaul sind, greift wieder die Klammerschreibweise |Z>.
Die Elemente des Zustandsraumes notieren wir bisher in der Form |Z> = (§) .
Wenn wir nun die Elemente des dualen Raumes als (a*,b*) := <Z| definiereren,
ergibt sich:
z>" = <z (1.28)
<z|" = |Z> (1.29)
Damit hat man eine einfache Schreibweise zur Léngenbeschreibung im Vektorraum
gefunden, denn die Liinge eines Vektors des Zustandsraumes ist L? = <Z|Z> (man
148t den zweiten vertikalen Strich weg).
Da im Englischen die Klammern <> ,brackets‘ heiffen, hat sich die Bezeichnung bra

fiir das Symbol < | und ket fiir das Symbol | > ergeben. Daher kommt auch die
Bezeichnung Bracket-Formalismus fiir diese Schreibweise.

1.6.2 Beispiele

() me ) e ()

1 A (1 1 .o
<RIR> = 5(1—2)(i>—§(1-1—z-2)—1
1 1 1
<RH> = —(1 -1 = —
| ¥oh )<0> V2
<H|V> = (10) (?) =0 — |H> und |V> sind zueinander orthogonal®

Wenn also <H|H> = 1, dann ist |H> normiert.

1.\ T

3 1* 2% ...
Sauch auf Matrizen anwendbar: [ ~ =1 . .

SDas ist auch eine Voraussetzung fiir eine Basis des Zustandraumes.
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1.6.3 Vollstandigkeit

Wiéhle als Basis des Zustandsraumes die orthogonalen Vektoren {|H>, |L>}, sowie
ein beliebiges |K> aus diesem Vektorraum. Dann ist [K> darstellbar als

K> =a|H>+0b|L>.

Wie grof sind a und b7

1 0
—— —
Multipliziere von links mit <H]: <H|Z> =a<HH>+b<H|V>=a
analog: <L|Z>=a<V|H>+b<V|V>=1b
—— ——
0 1
Damit ergibt sich:
|Z> = <H|Z>H>+ <V|Z>|V>
= [H><H|Z> + [V><V|Z>
= (JH><H|+|V><V]) |Z> (1.30)

==1
Damit ist ein Kriterium fiir Vollsténdigkeit eines Basissystems definiert”:

[H><H| + [V><V| =1 (1.31)

1.6.4 VON-System, Rechenregeln

Wie wir festgestell haben, sind [H> und |L> orthogonal zueinander und normiert
(orthonormal), zudem erfiillen sie das Kriterium fiir Vollstédndigkeit. Damit bilden
sie ein wollstindiges Orthonormal-System (VON-System).

Es gelten folgende Rechenregeln:

(Iz>) = |z>" =<7 (1.32)
<YIx>t = <x|y> (1.33)

1.6.5 Vom VON-System zum Hilbert-Raum

Gegeben sei ein Vektorraum und ein System {|a; >,¢ = 1,2,...}, das ein VON-
System sein soll, d.h.

ON: < ai|aj > = 57ij und (134)
Vollst.: > lai ><a; =1 (1.35)

Dann 1t sich jeder Vektor |b > € VR darstellen als [b > = . ¢ila; > ¢; € Cund
es gilt:

<al|b>:ZCi< al|ai >:ZC,' O = ¢ (136)

¢; heiflen die Koordinaten. Der Zustandsraum ist damit ein Vektorraum mit innerem
Produkt (genauer: hermitesche Form), ein sog. Hilbert-Raum.®

7Anmerkung: < | > gibt als Ergbnis eine Zahl, | >< | ergibt eine Matrix.
8In spéteren Abschnitten wird dieser Begriff wieder aufgegriffen und verallgemeinert.
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1.6.6 Zum Mefivorgang im Hilbert-Raum

Ein beliebiger Zustand im Hilbert-Raum kann als Linearkombination der Basisele-
mente ausgedriickt werden. Durch eine Messung wird der Zustand auf ein Basisele-
ment festgelegt:

lzyor > = Zci la; > (1.37)

onacn > = lag > (1.38)
Die Wahrscheinlichkeit, den Zustand a; als Mefergebnis zu erhalten, ist

Wa, = |< ajlzvor >|? (1.39)
Beispiel: Vor der Messung ist
_ b K

H> + V>
Vo1

Bei der Messung mit einem horizontalen Polarisationsfilter ist die Wahrscheinlich-
keit, ein horizontal polarisiertes Photon zu messen

1\ 1
<HR>*=(—=) ==
- () -

R>



Kapitel 2

Wechselwirkungsfreie
Quantenmessung

Die klassiche Physik lehrt uns, da® es bei (groien) System nicht mdoglich ist, etwas
zu messen, ohne das System zu beeinflussen. Dies trifft scheinbar auch auf kleine Sy-
steme zu, zumindest wird die Heisenbergsche Unschérferelation haufig so gedeutet.
Nun wollen wir ein System betrachten, in dem es (zumindest theoretisch) moglich
ist, nachzuweisen, ob ein Objekt im optischen Strahlengang zwischen zwei Spiegeln
steht, ohne daf dieses Objekt von einem Photon getroffen wird.

2.1 Erste Uberlegungen und Versuchsaufbau

Betrachten wir zunéchst den in Abbildung 2.1 schematisch dargestellten Versuchsauf-
bau. Alle folgenden Uberlegungen sind modellhaft und gehen von verlustfreien Spie-
geln aus.

D1
halbtransparenter Spiegel

Spiegel D2

Spiegel

halbtransparenter Spiegel

Abbildung 2.1: Versuchsaufbau zur wechselwirkungsfreien Quantenmesssung

In die Apparatur wird ein Lichtstrahl geschickt, der sich am ersten halbtransparen-
ten Spiegel (Strahlteiler) in zwei Strahlen mit jeweils halber Intensitat aufspaltet,
die dann {iber die beiden Umlenkspiegel auf den zweiten Strahlteiler treffen, wo sie
sich wiederum aufspalten, so daf vier Teilstrahlen mit jeweils einem Viertel Inten-
sitdt entstehen. Zwei davon treffen auf den Detektor D1 und zwei auf den Detektor
D2.

11



12 KAPITEL 2. WECHSELWIRKUNGSFREIE QUANTENMESSUNG

Betrachtet man das Licht als Welle, wiirde aufgrund dieser Uberlegungen jeder der
Detektoren die halbe Intesitdt des Ursprungslichtstrahls messen. Tatséchlich zeigt
sich aber im Experiment, daf der Detektor 1 dunkel bleibt, wihrend der Detektor 2
mit halber Intensitét beleuchtet wird. Dies liegt darin begriindet, daf die Strahl-
teiler eine Phasenverschiebung von 90° und die Spiegel eine Verschiebung von 180°
verursachen.!

Beim Weg in den Detektor 1 passiert das Licht oben herum zwei Strahlteiler und
einen Spiegel, hat also eine Phasenverschiebung von 360°; unten herum passiert es
nur einen Spiegel, dementsprechend die Phasenverschiebung von 180°. Der Gangun-
terschied von 180° bewirkt die gegenseitige Ausléschung, Detektor 1 bleibt dunkel.
Beim Detektor 2 ergibt sich oben herum eine Phasenverschiebung von 180° (zwei
Spiegel), unten herum ebenfalls, so daf die Teilstrahlen sich additiv iiberlagern und
die theoretisch zu erwartende halbe Intensitit ergeben.

Nimmt nan nun an, Licht wiirde aus Teilchen bestehen, miifsten beide Detektoren
die halbe Intensitdt messen.

2.1.1 Abwandlung des Versuches

Wir wissen, daf Licht sowohl Welle als auch Teilchen ist; uns interessiert hier nur der
Teilchencharakter. Dementsprechend schicken wir in den Mefaufbau nur einzelne
Photonen, z.B. mit einem Pulslaser. Weiterhin blockieren wir den oberen Strahlen-
gang mit einem lichtundurchlassigen Gegenstand, wie in Abbildung 2.2 dargestellt.

1]

A o2

Abbildung 2.2: Abwandlung des Versuchsaufbaus

In beiden Licht-Modellen (Welle und Teilchen) ergibt sich nun eine Intensitét von
jeweils 1/4 an beiden Detektoren.

Der Trick an diesem Versuch ist, daf man nun eine Aussage dariiber treffen kann,
ob im Strahlengang ein Objekt steht, wenn man in die Apparatur nur ein einzi-
ges Photon einbringt, welches dazu noch (theoretisch) den unteren Strahlengang
durchlduft. Warum das geht, leiten wir im Folgenden her.

2.2 Erste mathematische Beschreibung

Wir mochten den Versuchsaufbau mit den Mitteln der Bracket-Schreibweise be-
schreiben. Dazu ist es zweckmifig, den Versuchsaufbau in vier Gebiete aufzuteilen,

1Die Begriindung sollte in der Vorlesung Experimentalphysik 1T besprochen worden sein, sie
findet sich aber auch in einschlégiger Fachliteratur.
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siche Abbildung 2.3.

1]

=

®
® N\ ®

Abbildung 2.3: Gebietsaufteilung des Versuchsaufbaus

Die Trennstellen der Gebiete entsprechen Zustandsdnderungen des eingebrachten
Lichtes. Wie oben hergeleitet, kann man nun jede beliebige Lichtwelle als Uberlage-
rung zweier Polariationszustdnde darstellen. Wir entscheiden uns fiir die Beschrei-
bung der Lichtwelle mittels horizontaler und vertikaler Polarisation.

Jeder Zustand |z;> im Gebiet i kann dann als Uberlagerung von |h> und |v> be-
schrieben werden. Angenommen, man schickt eine horizontal polarisierte Lichtwelle

21> = |h> (2.1)

in den Versuchsaufbau. Der Zustand in Gebiet 2 1aft sich dann allgemein darstellen
als

|zo> = Zahl; |h> + Zahl, |v> (2.2)

Die vom Strahlteiler verursachte Phasenverschiebung kann sich nur in der geschick-
ten Wahl der Zahlen niederschlagen. Wir wissen, daf der Teiler eine Verschiebung
von 90° £ 7 /2 zwischen transmittiertem und reflektiertem Strahl verursacht. Wir
nehmen an, dafs es sich um einen idealen halbversilberten Spiegel handelt, bei dem
die Intensitdten von transmittiertem und reflektiertem Strahl gleich sind. Somit
lassen sich die Zahlen wie folgt festlegen:

Zahly = ~ ,veC (2.3)
Zahl, = ~ - Phasenfaktor (2.4)
= y-eF=q.i (2.5)

Damit ist auch der Zustand im Gebiet 2 beschrieben:

|za> = A [|h>+1i|v>] (2.6)
bzw. |h> — y[|h>+i|v>] (2.7)
analog |v> — v [Jlv>+1i|h>] (2.8)

Die beiden Umlenkspiegel verursachen einen Phasensprung von 7. Damit ergibt sich
am Ubergang von Gebiet 2 in Gebiet 3 (¢™ = —1):
o> — —|h> (2.9)
|lh> — —|v> (2.10)
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Fiir den Ubergang von Gebiet 3 in Gebiet 4 gelten die Uberlegungen fiir Gebiet 1
nach Gebiet 2 analog und fiithren zu folgendem Zwischenergebnis:

|z1> = |h> (2.11)
[zo> =7~ [|h>+i|v>] (2.12)
|z3> = —vy [Jlv>+1i|h>] (2.13)
|za> = = [{|v> +i |h>} + i {|h> + i [v>}]

= —%2i|h> (2.14)

2.2.1 Herleitung der Phasenverschiebung

In unseren bisherigen Uberlegungen gingen wir davon aus, daf ein halbtransparen-
ter Spiegel eine Phasenverschiebung von 90° verursacht. In diesem Abschnitt soll
die mathematische Herleitung dieses Phinomens nachgeholt werden. Dabei verall-
gemeinern wir derart, daf wir auch halbtransparente Spiegel beschreiben kénnen,
die die Intensitdten des einfallenden Lichtes nicht in zwei gleiche Teilintensitéten
zerlegen.

—

Prefl.

Pein Ptrans.

Abbildung 2.4: Skizze eines halbtransparenten Spiegels

Betrachten wir einen teildurchléssigen Spiegel geméf Abbildung 2.4, der unendlich
diinn ist, denn dann spielt die Dicke des Spiegels im Verhaltnis zur Wellenlénge
des Lichtes keine Rolle und wir kénnen daraus resultierende Phinomene vernach-
lassigen. Der Spiegel habe einen Transmissionsgrad « und einen Reflexionsgrad S,
dann gilt a? + 3% = 1 (die Intensitéiten der Teilwellen addieren sich, die einfallende
Intensitét wird zu 1 normiert). Das System 14t sich wie folgt beschreiben:

einfallende Welle e'*® (2.15)
transmittierte Welle —« e’ e*® (2.16)
reflektierte Welle 3 etV (2.17)

« und S sind vorgegeben, 7 und p gesucht. Mit unseren Annahmen gilt

ezkw + ﬂ ezpezk:y — ez‘rezkx (218)
~— ————
einfallend reflektiert transmittiert

Wir kénnen 0.B.d.A. z = y setzen.

1+ Be” =ae™ (2.19)
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Durch quardratische Ergédnzung kann man auf zwei Wegen vereinfachen:

1+ e =ae' 1+ pe” =ae
(1+Be?)(1+pe ) =0a? 1 —ae™ =3¢
1+ pBeP+pe P+ p2=1—p2 (1—ae™)(1—ae ™) =732
232 +2Bcosp=0 l—ae™ —ae ™ +a?=1-a?
2Bcosp = —232 20rcos T = 20/
cosp=—0 COST =

Da nach Voraussetzung o? + 3% = 1, folgt

cos’T+cos’p=1 = cos’p=sin’rt = p:T—&—g (2.20)
und es ist
em =cosT+isinT =a+if (2.21)
e = =i(a+if) (2.22)
Damit lassen sich die Gleichungen (2.16) und (2.17) umstellen zu
transmittierte Welle e e’ = o (o + i3) e'® (2.23)
reflektierte Welle 3 ee™™ =i (a + i3) ™™ (2.24)

2.3 Mathematische Verallgemeinerung

Wir wollen die bisher erkannten Erkenntnisse nun zu einer vollstdndigen mathema-
tischen Beschreibung des Versuchsaufbaus zusammensetzten. Die Aufteilung in vier
Gebiete behalten wir zunéchst bei.

2.3.1 Der Einflufs von Strahlteilern

An einem Strahlteiler gilt allgemein

|Znach> = M|Zv0r> (225)
wobei IM eine beliebige, in Folgenden weiter spezifizierte Matrix darstellt.
Ist z.B.
P (2.26)
ZVOI' - O .
dann ist
21 nach
nach> = 2.27
|Z h <22 nach) ( )
_ (ala+iB)\ _ (Amplitude von e* (2.28)
— \ip(a+iB)) — \ Amplitude von ¥ :
= (a+iB) (f) (2.29)

Wie sieht nun IM aus?

wr()-u()-( YO-€) e

N MZ(Eaﬂﬂ)a b) (2.31)
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b und d kann man bestimmen {iber die Wahl der einlaufenden Welle als e?*¥

i «
Wir haben somit eine Matrix gefunden, die uns den Einfluf jedes beliebigen Strahl-
teilers auf eine einfallende Lichtwelle beschreibt:

s = (0 39) ([ %) o> (2.33)

L= ]M—(aJrzﬂ)(a iﬁ) (2.32)

i
Auch Spiegel lassen sich damit beschreiben. Fiir sie gilt anschaulich @« = 0 und
6 =1 und somit

|Znach> = (_01 _01> |Zvor> (234)

2.3.2 Sperzielle Eigenschaften der Matrix

Welche Eigenschaften muff IM haben?

Ausgehend von der Annahme, dall <znach|Znach> = 1 und <zyor|zvor> = 1 — die
Ereignisse haben die gleiche Lange, es geht im System nichts verloren — kénnen wir
ableiten:

Mit |z,> = M|z,> und <z,|= <z,|M' ist (2.35)
<zplzn>= <zv|]MT1M|zv> = <zZy|zy> (2.36)
und es folgt MM =1 bzw. M’ =M (2.37)

Matrizen, die die Eigenschaft M" = M~! haben (die Adjungierte der Matrix ist
gleich der Inversen der Matrix), nennt man unitir?. Unitéire Matrizen sind normer-
haltend?®.

2.3.3 Die allgemeine Beschreibung

Nun haben wir das Handwerkszeug, um das Spiegel-Strahlteiler-System mathema-
tisch zu beschreiben. In dem Aufbau nach Abbildung 2.1 soll der untere halbtranspa-
rente Spiegel die Transmissionskoeffizienten o und § haben, der obere entsprechend
o’ und ', die nicht zwangslaufig gleich sein miissen.

Ein Lichtstrahl mit dem Zustand |z;> durchlduft in unserem System nacheinan-
der die Gebietsgrenzen von 1 nach 2, von 2 nach 3 und von 3 nach 4. Die dabei
auftretenden Zustandsénderungen kénnen wir nun mithilfe der speziellen Matrizen
M beschreiben. Jeder Wechsel des Gebietes entspricht dabei mathematisch dem
Von-Links-Multiplizieren, das aus der Linearen Algebra bekannt sein diirfte:

3—4 2—3 1—2
> = (o +id) (i‘;’, f,') (_01 01) (a+i8) (Z% if) 21> (2.38)
= —(a' +if)(a+1iB) <Z%/, Zg) (Z% Z(f ) (2.39)

N , iB+ifa da+ G

(o' + i) (a+1i0) ( oot BB B +iaf |z1> (2.40)
Gleichung (2.40) beschreibt das gesamte System in allgemeiner Formulierung. Nun
wissen wir aber, daf der Detektor 1 dunkel bleibt, wihrend der Detektor 2 beleuchtet
wird, vgl. 2.1 auf Seite 12.

2Diese Definition wir in spiteren Kapiteln verallgemeinert.
3Die Norm eines Vektros beschreibt seine Linge. Bei uns ist demnach <z|z> eine Norm.
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2.3.4 Eine spezielle Vereinfachung

Wie kann man diesen experimentellen Befund nun hiermit beschreiben? Wahle o =
B und ' = «a, dann vereinfacht sich Gleichung (2.40) zu:

S92 | a2 .
|z4> = —(B+ia)(a+if) (Zﬁﬁa——’—fxaﬁ Z%C;—l-iaa2> | 21> (2.41)
= —i(B+ia)(a+if) ((1) ‘;) 21> (2.42)
= |a> (2.43)

Tatséchlich sind wir bei unseren eingénglichen Betrachtungen davon ausgegangen,
daf die Strahlteiler sich ideal verhalten, d.h. daf sie die Strahlen gleich aufteilen. Die
speziele Wahl von o’ und 3’ 18Rt sich durch geeignete Wahl der Spiegel realisieren.
Betrachte folgende Spezialfille:

1. f=0,a = 1: In diesem Fall wird nur e*** transmitiert, reflektiert wird gar-
nichts; nur Detektor 1 spricht an.

2. B =1,a = 0: In diesem Fall wird nicht transmittiert, reflektiert wird —e**¥ =
iie**¥. Das reflektierte Licht erfihrt demnach einen Phasensprung um 7.

3. halbtransparenter Spiegel § = o = %: Das transmittierte Licht wird be-

schrieben durch e’ das reflektierte durch =5te*v,

2.4 Hin zur wechselwirkungsfreien Quantenmessung

Blockiert man nun den oberen Strahlengang, driickt sich das in unserem mathema-
tischen Gefiige dadurch aus, daf in Gleichung (2.38) die Matrix der beiden Spiegel
von (_01 _01) zu (91 8) verandert.

Wir verwenden wieder geeignete Spiegel, so daf o’ = 3 und 3 = a. Dann ist

2> = —(a +i)(a+iB) (j‘ga Zf,g) > (2.44)
= —(ia' + ) (a+if) <_(j£ /a, ’fgf) 21> (2.45)
= —(if—a)(a+iB) (_‘;jﬁ Zgﬁﬂ) 21> (2.46)
- M (_‘;‘;ﬂ lgf) 21> (2.47)

Wir schicken wieder horizontal polarisiertes Licht in den Aufbau, d.h. [z1> = ().
Dann ergibt sich

24> = (_‘;‘; B) (2.48)

Resiimee
(Wir schwenken auf die Zielgerade ein :-)

Wie kann man nun wechselwirkungsfrei messen? Betrachten wir die Wahrscheinlich-
keiten p; und ps, mit denen die Detektoren 1 und 2 ansprechen, wenn ein Photon
in das System eingebracht wird. Steht im Strahlengang

4denn €™ =1
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e kein Streuer, so wird der Detektor 1 dunkel bleiben, d.h.

p1=0 und py=1 (2.49)

e cin Streuer, so ist
p1=a?>=a* und p; =|—iaf|? = *F? (2.50)

Die Wahrscheinlichkeit, mit der ein einfallendes Photon gestreut wird, ergibt
sich dann zu

Dstreu =1 —p1 —p2=1— 044 — 042,62 = 042(042 + 52) =1- 042 (251)

Beispiele
1. Oé:ﬂ:% = p1=1 p2=13 Dsren =3
2.a—-1 = pi—1 p—0, pstres — 0
Bringt man nun ein einzelnes Photon in das System ein und sieht, daf Detektor 1

anspricht, so kann man mit Sicherheit sagen, daf ein Objekt im oberen Strahelngang

steht, ohne es mit einem Photon beschossen zu haben, d.h. man kann (zumindest

theoretisch) wechselwirkungsfrei messen®.

5Tusch, aufbrausender Beifall, Frauen fallen in Ohnmacht



