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Vorlesung basieren. Sie endet mit dem Datum 22.01.2003, dem Tag der Klausur
und enthilt alle bis dahin in der Vorlesung behandelten Abschnitte einschlieflich
Ubungsaufgaben und Losungen. Dabei orientierte ich mich am Tafelbild von Prof.
Leifiner und habe nur an wenigen Stellen erginzt.
Dies ist eine Mitschrift, d.h. sie erhebt Anspruch auf Unvollstéandigkeit und Recht-
schreibfehler sind Absicht.
Dieser Text ist auf jeden Fall verbesserungswiirdig. Leider entwickelt man sol-
chen Projekten eine gewisse Betriebsblindheit. Ich mochte Dich daher bitten, dieses
Schriftstiick in allen Aspekten (Inhalt, Layout, Erginzugen, Streichungen etc.) zu
kritisieren, am besten per Mail an

homer.simpson@atomkraftwerk-springfield.de
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Abweichungen zur Vorlesung

Aus Griinden der Arbeitsergonomie binde ich mich in der Untergliederung der Ab-
schnitte und Unterpunkte an die Vorgaben von ITEX 2¢. Dabei iibernehme ich in
den Uberschriften der Abschnitte die von Prof. Leifiner verwendeten Abkiirzungen:

a) (D) steht fiir Definition,

(
(b) (S) steht fiir Satz,

) (
) (

(c) (M) soll eine Motivation fiir den kommenden Stoff sein,
) (

(d) (B) bezeichnet ein Beispiel und



(e) (A) kennzeichnet eine Aufgabe.

Prof. Leifsner verwendet fiir Unterpunkte erster Ordnung kleine griechische Buchsta-
ben a, 3, etc. Ich ersetze diese durch kleine lateinische Buchstaben, da ATEX 2<die
griechische Indizierung nur sehr bedingt unterstiitzt!. Ab zweiter Ordnung verwen-
det er arabische Zahlen, dort gehe ich mit ihm konform.

L Auch wire dabei die Kompatibilitéit zu PostScript-Schriften nicht vollstindig sichergestellt,
was zu Problemen im Druckbild fiihren wiirde.
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Kapitel 0

Algebraische Strukturen

0.1 (D) Standardbezeichnungen fiir hiufig vorkom-
mende Mengen

{1,2,3,...} =t IN Menge der natiirlichen Zahlen
{0,1,2,...} =: Ny Menge der nicht-negativen
ganzen Zahlen
{..,-2,-1,0,1,2,...} =: Z Menge der ganzen Zahlen
{$la,b€ Z und b # 0} =: Q Menge der rationalen Zahlen
{a|a ist reelle Zahl} =: R Menge der reelen Zahlen
{a+iB|a,f €R,i* = -1} =:C Menge der komplexen Zahlen

Sind A, B beliebig vorgegebene Mengen, so wird das kartesische Produkt gesetzt als
{(a,b)|]a€ ANbe B} =: Ax B.

0.2 (D) Abbildung von A nach B

Sind A, B Mengen, so wird {¢ | ¢ ist Abbildung von A nach B} =: Abb(A, B) die
Abbildung von A nach B genannt.

Eine Bijektion von A nach B setzt man als {¢ € Abb(A, B) | ist Bijektion} =:
Bij(4, B).

Im Fall A = B wird auch Abb(A, B) =: Abb(A) und Bij(4, B) =: Bij(A) =: Sym(A4)
gesetzt, wobei Sym(A) die Menge aller Symmetrien bezeichnet.

0.3 (D)

Sind A, B, C Mengen und ¢ € Abb(A, B), ¢ € Abb(B,C), so stellt die Hintereinan-
derausfithrung der Abbildungen — ,erst ¢, dann 3 “ — eine Abbildung von A nach
C dar, die bei der Funktionsschreibweise in der Form

_ {A - C
T Yo v(a) = ¥(p(a)) =:Yp(a)

5
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geschrieben wird, also v = . Die Exponentialschreibweise! verwendet die Form

JA=C
T a a’ = (ap)y =: a®?

also v = . Es gibt auch die duale Schreibweise in der Form

) {A - C
e ay = (ap)y =: a(@y)

also v = 1.
0.4 (D)
(a) Ist G = {a,b, ...} eine Menge und a : GxG=G eine Abbildung von
(a,b) »aob

G x G — @, so heift das Paar (G, o) ein Gruppoid .

(b) Eine Teilmenge U C G eines Gruppoids (G, o) heift genau dann Untergruppoid
von (G,o0) , wenn {uj ouz | (u1,u2) €U XU} =:UoU CU bzw. auch genau
dann, wenn (U, o) ebenfalls Gruppoid ist.

(¢) Zwei Gruppoide (G,o); (H,*) heifien gleich — in Zeichen (G,0) = (H,x) —
wenn gilt: Es ist G = H und go h = g * h fiir alle (g,h) € G x G.

0.5 (B)
(a) (IN,+) =: (G, o) ist ein Gruppoid.
(b) (IN,-) =: (H, ) ist ein Gruppoid.
(¢) (G,o) # (H,*), denn:
Es ist zwar G = IN = H, aber z.B.
(G, 0) # (H, ).
(d) Fiir {1,3,5,...} =: U C IN gilt:

304=34+4=7

3*4_3_4_12}«»304;1&3*4,&150

(1) U ist ein Untergruppoid von (IN,-), denn U - U € U.
(2) U ist kein Untergruppoid von (N, +), da z.B. (3,5) € U x U, aber 3+5 ¢

U.
0.6 (D)
) ny ein linkseitig
Ist (G, o) ein Gruppoid und ¢ n, p € G, so heifit < n, ein rechtsseitig » neutrales
n n ein [zweiseitig]
nyoa=a
Element von (G, o), wenn fiir alle a € G gilt aon,=a

noa=a=aon

1Prof. Leifiner bevorzugt diese Darstellungsweise.
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0.7 (A)

Man bestimme fiir jedes der vier Gruppoide
(a) (N, +)
(b) (IN,-)

NxN-—-N

IN, hoch) mit hoch :
(c) (IN,hoch) mit hoc {(ayb)r—)ahochb:zab

NxN-—-N

d) (NN, vergiss) mit vergiss :
(d) (I, vergiss) vere {(a,b)Havergissb::a

jeweils die Mengen aller linksseitig, rechtsseitig und zweiseitig neutralen Elemente.

Losung

Sei (G, o) ein Gruppoid. Ich setze

{nx € G|n, ist ein linksseitig neutrales Element von (G,0)} =: N,
{n, € G|n, ist ein rechtsseitig neutrales Element von (G,0)} =: N,
{n € G|n ist ein [zweiseitig] neutrales Element von (G,0)} =: N

Daraus folgt NxNN, = N.

(a) Sein € IN beliebig vorgegeben. Angenommen n € N, odern € Ny odern € N,
dann muf§ gelten n+n = n. Dain IN aber n+n # n, folgt Ny = {} = N, = N.

(b) Sei n € IN beliebig vorgegeben.
e Angenommen n € Ny. Ich suche in IN nach Elementen z, die die Glei-
chung n = n - z erfiillen. Dies gilt nur firn=n-1=1
e Damit ist Ny C {1}, d.h. hochstens 1 ist linksseitig neutrales Element.
e Umgekehrt gilt fiir allea € N:1-a=a ~ 1 € Ny ~ N, = {1}.
e Analog zeigt man N, = {1}.

Nach der Voraussetzung folgt N = {1}.

(c) e Seiny € Ny beliebig vorgegeben.

e Dann gilt nach Definition ny = n}\ =1, da n) linksseitig neutrales Ele-
ment. Damit ergibt sich Ny C {1}.

e Weiter ist 12 =1-1# 2 ~» 1 € Ny ~ Ny = {}. Damit hat man alle
linksseitig neutralen Elemente.

e Fiir die (zweiseitig) neutralen Elemente gilt somit N = NxN N, = {} N
N, ={}.

e Sei nun n, € N, beliebig vorgegeben.

e Da 27 = 2 gelten soll, ergibt sich durch scharfes Hinschauen n, =1 ~»
N, C {1}.

e Umgekehrt gilt fiir allea € N : a' =a ~ 1 € N,. Somit ist die Menge
der rechtsseitig neutralen Elemente bestimmt durch N, = {1}.

(d) e Seimny € Ny beliebig vorgegeben.

e Suche auch hier nach Elementen z, fiir die n vergissz = n erfiillt ist.
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e Man sieht leicht, daf ny = ny vergiss (ny +1) = ny + 1, da ny linksseitig
neutrales Element ist.

e Dies ist ein Widerspruch, daher ist Ny = {} und weiter wie oben gezeigt
N=NnN, ={}.

e Sei n € IN beliebig vorgegeben.

o Es gilt fiir alle a € IN, dafl avergissn = a , daher folgt n € N, d.h. die
Menge aller rechtsseitig neutralen Elemente ist gleich den natiirlichen
Zahlen: N, = IN.

0.8 (S+D)

Ein Gruppoid (G, o) besitzt hochstens ein [zweiseitig] neutrales Element.

Besitzt ein Gruppoid (G, o) ein [zweiseitig] neutrales Element n, so heifit (G, o) ein
Gruppoid mit neutralem Element und n heifit das neutrale Element von (G, o).

Beweis Angenommen, n und n' sind neutrale Elemente von (G, o). Nach (0.6)
gilt:

VaeG:noa=a=aon

VaeG:n'oa=a=aon
und es folgt, dan € G
n=n'on=n'"=non’

alson =n'.

0.9 (A)

Es sei (G, o) ein Gruppoid mit neutralem Element n.
Beweise oder widerlege: Ist U ein Untergruppoid von (G, o) und besitzt (U, o) eben-
falls ein neutrales Element n' so gilt n = n'.

Losung

Man findet ein Gegenbeispiel, welches die Behauptung widerlegt, wenn man G =
INg x INg mit der Verkniipfung

. GoG—~G
(a,b), (¢,d) = (a,b) o (¢,d) := (ac, bd)
betrachtet. (1,1) ist neutrales Element von (G, o). Betrachte

Ny x {0} ={(a,0)|]a e No} =:U CG
(a,0) 0 (b,0) =(a-b,0-0) €U V(a,0),(b,0) €U

Damit ist (U, o) Untergruppoid von (G, o) und (1, 0) ist neutrales Element von (U, o),
aber (1,0) # (1, 1) stellt einen Widerspruch zur Aussage dar (es ist (1,1) & U).
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0.10 (A)

Es sei (G, 0) ein Gruppoid. Beweise oder widerlege die folgenden Behauptungen:

(a) Besitzt (G, o) ein [zweiseitig] neutrales Element n, so ist dies auch das einzige
linksseitig neutrale Element von (G, o).

(b) Besitzt (G, o) wenigstens ein linksseitig neutrales Element n) und wenigstens
ein rechtsseitig neutrales Element n,, so ist (G, o) ein Gruppoid mit neutralem
Element.

(c) Besitzt (G, o) genau ein rechtsseitig neutrales Element n,, so ist (G,o) ein
Gruppoid mit neutralem Element.

(d) Besitzt (G, o) mindestens zwei linksseitig neutrale Elemente ny,n) mit ny #
n}, so ist (G, o) kein Gruppoid mit neutralem Element.

Losung

(a) Beweis: Sei n) € Ny beliebig vorgegeben. Da n zweiseitig neutrales und ny
linksseitig neutrales Element ist, gilt ny = ny on = n und weiter N C {n}.
Damit ergibt sich Ny = N; analog verfihrt man fiir n, € N,,.

(b) Beweis: Angenommen Ny # {} und N, # {}. Wéhle ein n) € N, und ein
n, € N,, dann gilt nach Definition ny =nyon, =n, ~ Ny =N, =N.

(c) Widerspruch: Ein Gegenbeispiel zur Aussage findet sich in (0.7(c)), denn in
(N, hoch) gilt N, = {1} und Ny = {}; dieses Gruppoid erfiillt die Vorausset-
zung der Aussage. Nun hat aber, wie oben gezeigt, das Gruppoid iiberhaupt
kein (zweiseitig) neutrales Element.

(d) Man findet zwei Belege: Im Fall Ny # {} # N, gilt allgemein fiir ein Gruppoid
N,\ = {n} = Np.
Ist die Méchtigkeit der Menge der linksseitig neutralen Elemente grofier Eins,
also |[Ny| > 1, so gilt wegen obiger Feststellung Ny = {} = N,.
Gilt |N,| > 1, so folgt aus obiger Feststellung Ny = {} = N,.
Dies belegt die Aussage.

0.11 (M)
7Zx7 — 7
(7., —) ist ein Gruppoid, denn XA ist eindeutig definierte Abbildung
(a,b) »a—10
von Z x 7Z nach Z. Es ist z.B.
(2,3) =-l€Z

= 2-3
3,4) —» 3—-4=-1€Z

eindeutig definiert.

Problem: Ist (2,3,4) — 2—3—4 € Z definiert? Die Definition ist nur dann eindeutig,
wenn man den Ausdruck 2 — 3 — 4 eindeutig beklammert:

1. Moglichkeit: (2—-3)—4=-1-4=-5€Z

2. Moglichkeit: 2 — (3 —4) =2 — (-1) =3 € Z

Resultat: Ist (G, o) ein Gruppoid, so ist fiir alle a,b,¢c € G zwar aob=:n € G und
boc =:v € G definiert, aber aoboc ist nur dann definiert, wenn man den Ausdruck
eindeutig beklammert. Es gibt genau zwei Mdoglichkeiten der Beklammerung;:

1. Moglichkeit: (aob)oc=noce G

2. Moglichkeit: ao (boc) =aov € G
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0.12 (D)

Ein Gruppoid (G, o) heifit dann und nur dann assoziativ oder Halbgruppe (Semi-
gruppe), wenn das Assoziativgesetz [Ass] : (aob) oc=ao (boc) fir alle a,b,c € G
gilt.

0.13 (B)
(a) (IN,hoch) ist keine Halbgruppe, denn es ist z.B.

(2hoch 3) hoch 4 = (23)* = 2'2 = 22. 210 = 4. 1024 = 4096
2hoch(3hoch4) = 269 = 281 = 2. (210)8 = 2. (1024)® > 2 10%*

(b) (N, vergiss) ist Halbgruppe, denn: Sei a,b,c¢ € IN beliebig vorgegeben, dann

ist

(a vergissb) vergissc = a vergissc = a
avergiss(bvergissc) = avergissc = a
(c) Bei Halbgruppen ist auch a o bo cod unabhingig von der zur Berechnung not-

wendigen Beklammerung. Es sind die folgenden fiinf Beklammerungen mog-
lich:

((aob)oc)od=:a1 €G
(aob)o(cod)=:a2 € G
(ao(boc))od=:a3 € G
ao((boc)od) =:a4 € G
ao(bo(cod)) =ia5 € G
Wir zeigen a; = aq fiir i =2, 3,4, 5:
e Setzte aob=:u € G.
e ay =uo(cod) ss] (uoc)od= ((aob)oc)od=ay
. a3:(a0(boc))0d[A:ss] ((aob)oc)od=aq

e a4 und as analog.

0.14 Kam in der Vorlesung nicht vor.

0.15 (A)
Es seinen (G, o) ein Gruppoid, n € IN und a1, az, . ..,a, € G. Zeige:

(a) Setzt man A; = As := 1 und A, fiir n > 3 als die Anzahl der moglichen
verschiedenen eindeutigen Beklammerungen von a; oag o... o ay,, so gilt

n—1
M=;m¢&

n
A; |

23]
2

4|5]6|7[8]9]10
[12]5

(b) Ergénze die Tabelle

| -
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Losung

(a) Beim Beweis von (0.16) wurde gezeigt: Eine beliebig vorgegene Beklammerung
von a; 0 Ay o ... o a, gehort zu einer der drei Typen

(I) a1 ofazo...0ay],
II) [aj0cas0...0a,_1] 0 a, oder
(

(IIT) [az0azo...0a;]0[ait10...a,)

mit 2 <¢ < mn.

Nun kann man beim Typ (I) noch das Element a; mit Klammern versehen,
beim Typ (II) ebenso das Element a,.

Beim Typ (III) kann man die Schluffklammer des ersten Klammerausdrucks
genau A; mal verschieben, die Beginnklammer des zweiten Klammerausdrucks
genau A,,_; mal verschieben. Damit sind beim Typ (IIT) A;- A, _; verschiedene
Beklammerungen mdglich:

A=Ay - Ap 1 +4s Apot .+ An 14 =01 An - A

(b) Beispiel fiir den Fall n = 8:
Aj A7+ ApAg+ Az As + Ay Ay + As As+ Ag Ao+ A7 Ay = 2-(132+42+28)+25 =

429

Damit ergibt sich die Tabelle wie folgt:

n |[1|2]|3|4]|5 |6 7] 8] 9 | 10

A | 1[1]2]5] 1442|132 429 | 1430 | 4862
0.16 (S)

Ist (G, o) eine Halbgruppe, n € IN, a3, as,...,a, € Gund Kl(a; oaz o...0a,) eine
beliebig vorgegebene Beklammerung von a; cas o ... 0 ay,, so gilt stets

Kl(ay oazo...0a,) = (...((ag0caz)oag)...)oa, =:St(a; cazo...0a,)

Das durch die beliebig vorgegebene Beklammerung bestimmte Element aus G stimmt
also stets mit dem durch die Standardbeklammerung St(a; oaso...oa,) definierten
Element aus G iiberein.

Die Klammern kénnen bei einer Halbgrupe also weggelassen werden bzw. bei der
zur Berechnung notwendigen Beklammerung beliebig eingefiigt werden.

Beweis durch vollstindige Induktion nach n € IN.

o Setze {n € IN|(S 0.16) ist wahr fiir alle k€ Nmit 1 <k <n} =T
~» 1,2,3 € T (Induktionsverankerung).

e Sei n € T mit n > 3 beliebig voregeben. Sei a1, as, .. .,a, € G beliebig vorge-
geben. Sei Kl(aj0as0...0a,0a,41) eine beliebig vorgegebene Beklammerung
VON 41 02 0...0 Ay O Qpt1-

e Bezeichnet man die erste zu 6ffnende Klammer mit [; und die zugehorige
schliefende Klammer mit ];, sowie die erste auf |; folgende Klammer — falls
eine solche existiert — mit [ bzw. ]2, so liegt genau einer der folgenden drei
Fille vor:

(I) a10[1a20...oanoan+1]1’
(II) fat0az0...0a,]1 0ant1 ,

(III) [10,100,20...061,']10[2ai+10...an0an+1]2 mit 2 < ¢ < n.
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e Im Fall (I) gilt

arofiazo...0an0ant1)i
= a1 0[St(azo...0ap)0ant1]

[Ass] [a1 0St(azo...0an)]0ani1

= St(agoazo...0a,)0ant1

= St(aioazo...0a,0a,41)

o Im Fall (IT) gilt

[ay0az0...0a,]0an 1

St(agcaso...0ay) 0 ant1

St(aicaz0...0a,0ant+1)

o Im Fall (ITT) gilt

[@10a20...a;]0[Qi410-..0an 0 Apy1]
= St(agoazo...0a;)o[St(ajr10...0ap)0ant1]

[Ass] [St(a10az0...0a;)0St(ai410...0ap)] 0 ant1

St(a; oaz0...0ay) 0 Ant1
= St(a;oazo...0a,00a41)

e ~ Fir allen € T gilt n + 1 € T (Induktionsschuf).

Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt T = IN.

0.17 (D)

Ein Gruppoid (G, o) heifit genau dann kommutativ oder abelsch, wenn das Kom-
mutativgesetz [Komm] : aob = boa fiir alle a,b € G gilt.

0.18 (B)
(a) (IN,-) ist abelsche Halbgruppe, denn a-b=1b-a.

(b) (IN,hoch) ist kein kommutativer Gruppoid, denn es ist z.B. 1hoch3 = 13 =
1#3=3'=3hochl.

0.19 (S)

Ist (G, o) eine abelsche Halbgruppe und sind ay,as,. .., a, endlich viele Elemente
aus G, so gilt
Gy1©Qy20...00y, =G10A20...00ay,

fiir jede Permutation (Umordnung) der Reihenfolge der Elemente ay,as, .. ., a,. Bei
jeder abelschen Halbgruppe (G, o) ist das dem Term aj 0 as o ... o a,, zugeordnete
Element aus G unabhéngig von der zur Berechnung notwendigen Reihenfolge der
a; € G und der Beklammerung von a3 0 a0 ... 0 ay,.
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Beweis

e Sei (G, o) eine abelsche Halbgruppe und sind a1, as, . ..,a, € G sowie 1 <i <
n beliebig vorgegeben.

e Man kann umgruppieren:

a1 09Q0290...0;9Q;410...090n

(0.16)

= a10...0(a;0a441)0...0ay
[Komm]

= a10...0(aj410a;)0...0ay
(0.16)

a1 9...0Q044190;9...00n

e Bei einer abelschen Halbgruppe diirfen in a; o. .. a; € G zwei beliebig gew&hlte
,Nachbarn“ vertauscht werden, ohne daff das Resultat sich dndert.

e Sei vy,vy,...,v, eine beliebig vorgegebene Umordnung des n-Tupels
(1,2,...,n). Dann kann der Ausdruck a,; o a,s o ... o a,, durch Nacheinan-
derausfiihrung von endlich vielen ,Nachbarvertauschungen “ in a; caso0...0a,
tiberfithrt werden. Man benétigt dafiir hochstens (n—1)+(n—2)+...+2+1 =
w Schritte.

® ~»0,100,20...00yy = A1 0A20...00ap

Bemerkung Die Satze (0.16) und (0.19) ermoglichen oft Rechenvorteile. (IN, -)
ist ablesche Halbgruppe ~» 2-4-5-25=(2-5) - (4-25) = 10- 100 = 1000

0.20 (D)

Eine Halbgruppe mit neutralem Element heifst Monoid.

0.21 (A)

Es sei M =: {a,b,...} eine nichtleere Menge, Abb(M) =: {a,$,...} mit a®® :=
(a®)? fiir alle (a,a,8) € M x Abb(M) x Abb(M).
Beweise oder widerlege:

(a) (Abb(M),-) ist stets ein Monoid.
(b) (M,0) mit aob:= a fiir alle a,b € G ist stets (nie) ein Monoid.
Bemerkung In dieser Aufgabe findet die Schreibweise a® Anwendung, die nicht

als ,,a hoch o zu lesen ist, sondern ,Die Abbildungsvorschrift o wird angewendet
auf a (vgl. FuRnote auf Seite 8).

Losung

Definition Fiir zwei Abbildungen «, 8 einer Menge M in eine Menge S definiert
mana=p & VYmeM:m®=mbP
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Beweis

(a) Zuzeigen ist, daf (Abb(M),-) assoziativ, also Halbgruppe ist und ein neutrales
Element besitzt.
Seien (z,a, 8,7) € M x Abb(M) x Abb(M) x Abb(M) beliebig vorgegeben.
(@B)1 — (BT — ((z)8)
o BT = (@) = ((z%)7)
2 (B — (wa)ﬁ-v — ((xa)ﬁ)')’
Damit ist fiir alle a, 8,7 € Abb(M) : (aB)y = a(BY)
Demnach ist (Abb(M),-) Halbgruppe.
M- M
SetzeidM:{ _)id Vze M.
THT™M =1
Dann gilt idys € Abb(M) und es ist

(idy o) — (pidm)® — o
. id ’ idL T (z, ) € M x Abb(M).
ploidm) — (ma) = g

}r\,) Ve e M : x(a'ﬁ)"Y = xa'(ﬂ")’)

e idy -a = a = a-idy, d.h. idys ist neutrales Element von Abb(M).
Damit ist (Abb(M),-) ein Monoid.
(b) e (M,o) mit aob:=a fiir alle a,b € M ist stets eine Halbgruppe, denn fiir
alle u,v,w € M gilt (uov)ow =uov=u=wuo(vow).
e Ist |[M| > 1, so besitzt (M, o) kein neutrales Element, da N, = M ~»
N ={}.

e Ist |M| =1, soist (M,o) ein Monoid mit neutralem Element a.

0.22 (D)

Sei (G, 0) ein Monoid (mit neutralem Element n) und a € G.
al links—
(a) Ein Element af) € G ist eine ( rechts— } seitige Inverse von a, wenn
a' zwei—
aloa=n
gilt ao af, =n . Die zweiseitigen Inversen von a werden oft auch
a’oca=n=aoa
einfach nur Inverse von a genannt.

(b) a heifst Einheit von (G, o), wenn a eine Inverse (von a) besitzt.

0.23 (A)

Bestimme fiir die Monoide (Z,+), (Z,-) und (Abb(M), ) gemif (A 0.21) jeweils
die Menge aller Elemente, die eine rechtsseitige Inverse, eine linksseitige Inverse und
eine Inverse besitzen.

Losung

Ist (G, 0) ein Monoid, so werde

{a € G| a besitzt eine linksseitige Inverse} =: Uy
{a € G| a besitzt eine rechtsseitige Inverse} =: U,
{a € G| a besitzt eine Inverse} =: U

gesetzt.
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(a) (Z,+): Fiir jedes a € Z ist —a wegen a+ (—a) = 0 = (—a) + a eine zweiseitige
Inverse, daher folgt Uy =U, =U =Z.
(b) (Z,-):
e Da (Z,-) abelsch ist , gilt Uy = U, = U.

e Sei a € U beliebig vorgegeben.
Dann gibt es ein o' € Z mit a-a’ = 1.

e Angenommen 0 € {a,a'}, dann wire a - @’ = 0 # 1. Daher gilt 0 ¢
{a,a’} ~ |al,|a'| 2 1.

e Aus |a|-|a'| = |a-a'| =|1| = 1 folgt weiter |a| = ﬁ <1
e Demnach ist |a| =1 ~ a € {+1, -1} und man erhalt
Uc{1,-1}.
e Bsist1-1=1=(-1)-(=1) ~ 1,-1€U
e Die Menge der Inversen von (Z,-) ist also U = {1, —1}.
(c) (Abb(M),-): Ist ¢ € Abb(A, B) und b € B, so heifit b*~ := {a € A|a® = b}
die Urbildmenge beziiglich der Abbildung ¢.
e Ich suche zunichst die rechtsseitigen Inversen:

— Sei @ C U, beliebig vorgegeben.

— Dann existiert ein f € Abb(M), so dak a - § =id .
— Seien weiterhin x;,22 € M beliebig vorgegeben.

— Aus zf = 2§ =:y folgt

T = $i1dM = w?.ﬁ = ()’ =¢° = (15)° = mg'ﬁ = $i2dM =22

Demnach ist a € {¢ € Abb(M) | ¢ ist injektiv} =: I.
— Damit ist U, C I.

— Sei umgekehrt ¢ € I beliebig vorgegeben.

Dann ist (a‘f’)‘p_1 = {a} fiir alle a € M.

— Wihle ein ¢ € M (mdglich, da M # {}).

M- M

— Setze ), : a fallsb=a%¥ € M?¥

¢ sonst
Dann ist ¢. € Abb(M).
— Weiterhin ist a¥ ¥ = (a%)¥%c = a = @' fiir alle a € M.
— Damit folgt ¢ - 9. =idy ~ ¢ €U, ~ I CU,,.

b b¥e

Fiir die rechtsseitigen Inversen gilt also U, = I.
e Betrachte nun die linksseitigen Inversen.
— Sei B8 € U beliebig vorgegeben.
— Dann existiert ein a € Abb(M), so daf « - 8 = id .
— Sei weiterhin b € M beliebig vorgegeben.
— Fiir b* =:a € M gilt a® = (b*)# = p*F = pldm = p,
— Damit ist 8 € {4 € Abb(M) |9 ist surjektiv} =: S.
— Damit ist Uy C S.
— Sei umgekehrt ¢ € S beliebig vorgegeben.

— Wiéhle fiir jedes a € M ein b, € av™’ (gemifs dem nicht von allen
Mathemetikern annerkannten Auswahlaxiom von ca. 1920).
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M- M
— Dann folgt ¢ : - ist Abbildung von M nach M mit
a— a? :=b,
a?¥ = (a®)¥ = b¥ = a'I™ fiir allea € M.
— Demzufolge ist ¢ -1 =idpy ~ ¥ € Uy ~ S C U,.

Resiimee: Uy = S.

e Nach Definition ist U C Uy und U C U,, woraus sich hier folgendes
ergibt:
UcU,NnUx=1INS =Bij(M)
e Zeige noch die andere Inklusion:
— Sei ein ¢ € Bij(M) beliebig vorgegeben.
Dann ist [a® | =1 fiir alle a € M.

M- M -
Setze<p’:{ s bead .

a—a? =b
— Da (a®)? =a < a€ (a®)? folgt fiir alle a € M

a(ﬂ'(ﬂl — (a¢)<ﬁ’ =a= aldM

! _ oA
aw"w:(asﬂl)s@:a:aidM} ~ =99 =idy

— Damit ergibt sich ¢ € U und Bij(M) C U und als Schluffolgerung;:
U =Bij(M)=U\nU,

Erginzung Fiir (Abb(M),-) gilt im Fall |M| < oo:

o a € Uy ~ «ist surjektiv ~ « ist injektiv, da |M| < oo
~ a€Bij(M) ~ aelU ~ Uy=U

e B €U, ~ B ist injektiv ~ f ist surjektiv, da |M]| < oo
~ BEBI(M) ~ BEU ~ U, =U

Demnach ist fiir |[M| < oo stets Uy =U, =U.

N—-N
Erginzung Fiir(Abb(M),:) mit M = IN sei ¢ : { . Dann ist ¢
n — n¥ =:2n
injektiv, aber nicht surjektiv ~ ¢ € Uy \ U,.
NN
Weiterhin sei 9 : 2 falls n gerade . Dann ist 9 surjektiv, aber
nn? =<2
n  falls n ungerade

nicht injektiv ~ ¢ € U, \ U,.

0.24 (S+D)

Jedes Element a € G eines Monoids (G, o) besitzt hochstens eine zweiseitige Inverse
a’ in (G, 0) und a’ heifit — falls es existiert, d.h. falls a eine Einheit von (G, 0) ist —
die Inverse von a.

Beweis Sei (G,0) ein Monoid (mit neutralem Element n), a € G und a‘ eine
zweiseitige Inverse von a. Ist a’ € G ebenfalls eine Inverse von a, so gilt

0.22) . [Ass]  (0.22) .
' =a on %2 a'o(aoa’) "'="(a'oca)oa’ =’ noa’=a’
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0.25 (A)

Sei (G, o) ein Monoid (mit neutralem Element n) und a € G. Beweise oder widerlege
die folgenden Behauptungen:

(a) Besitzt a eine zweiseitige Inverse a’, so ist a* auch die einzige linksseitige und
die einzige rechtsseitige Inverse von a.

(b) Besitzt a mindestens eine rechtsseitige und mindestens eine linksseitige Inver-
se, so ist a eine Einheit.

(c) Besitzt a (genau) eine rechtsseitige Inverse, so ist a eine Einheit.

Losung

(a) Angenommen a' ist ebenfalls eine linksseitige Inverse von a. Dann wéire
ad=don=ado(aoca’)=(a oa)oa’ =nod’ =ad
also ist a’' = a’.
(b) Angenommen a* ist ebenfalls eine rechtsseitige Inverse von a. Dann wire
i

a*=noa*=(a'oa)oa*=a'o(aca*) =a‘on=a

also ist a* = a.

(c) Sei { a) eine linksseitige

ai eine rechtsseitige} Inverse von a. Dann folgt:

af\zaf\on=a10(aoa2)=(af\oa)oai =noa’ =a’ =:d’

a® ist demnach zweiseitige Inverse von a.

0.26 (S)

Ist (G,0) ein Monoid (mit neutralem Element n) und U die Menge aller Einheiten
von (G, 0), so gilt:

(a) neU
(b) a® € U fiir alle a € U und (a?)! = a
(¢) apoazo...0a, €U fir alle a1, az,...,a, € U und

(apoago...0a,_10a,) =a,o0al, ,0...0a50a;

d.h. die Reihenfolge der Elemente kehrt sich um.

Beweis

(a) Setzen=:n" ~ n*ton=mon=n=mnon=non'
~» n' ist zweiseitige Inverse von n.

0.22 - . . i
(b) Sei a € U beliebig vorgegeben. (022, 74 a existiert ein @' € G mit aoai =
: (0.22) . . . (0.22) s
n =a'oa — a ist zweiseitige Inverse von a’ ﬁ a' € U und (a*)* = a.
0.2



18 KAPITEL 0. ALGEBRAISCHE STRUKTUREN

—~
o
~—
[ ]

Setze {n € IN| Fiir alle a1,a3,a, € U gilt aj0oazo...0a, € U und (a; o
(20...0a,_10ay)" =a},0al,_,0...0a50a}}=:8S.

Dann ist 1 € S (Induktionsanfang).

e Seien n € S und ay,as,...,a,,a,+1 € U beliebig vorgegeben.
Setze aj oazo...0a, =: b € U und b* := a}, 0a;,_;0...0a50aj
(Induktionsannahme).

® ~»(310...00,.108,00p4+1 =boOapt

Setze i, 0b =:c (€ G).

(agoazo...0a,0ant1)0C
= (boan1) 0 (apyy 0bY)
A . )
b0 (ana 0alyy) ot

=bonobi=bobl=n,
c ist also rechtsseitige Inverse.

co(a10a20...00y,0ap41)
= (a;+1 o bi) o(boanti)
= aiz—i—l o(bobd')oans

_ i — i -
=0p10M00nt1 =0Apyy ©0nt1 =10,

c ist also linksseitige Inverse.
e ¢ ist demnach zweiseitige Inverse von a; cazo...0a, 0 apy1.

e Damit ist auch a; oazo...0a,0a,41 € U und

(apo0aso...0oap0a,41)" =c
— 4t i

_an—i-lob

— i i i i

=apy0(apo...0a300a)

— 0 i i i
_an+10an0...0a2°al

e Fiir allen € S gilt n+ 1 € S (Induktionsschluf).
Nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion folgt weiter S = IN.

0.27 (S+D)

(a) Jede Halbgruppe (G,0) mit G # {} besitzt entweder keine oder alle der fol-
genden Eigenschaften:
(1) (G, o) ist Monoid und jedes a € G ist Einheit.

=b

. . aox
(2) Die Gleichungen {y ca=bh

} sind fiir beliebig vorgegebene

a,b € @ stets eindeutig 16sbar, d.h. es gibt genau ein {wo < G} mit

yoeG
aoxyg=>b
Yooa=>bf"
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(3) Die Gleichungen {Z 22 f 2} sind fiir beliebig vorgegebene

a,b € G stets eindeutig 16sbar, d.h. es gibt mindestens ein {xo € G} mit

Yo €G
aoxyg=2>b
Yooa=>bf"
(4) (G, o) besitzt ein rechtsseitig neutrales Element n, mit der Eigenschaft:
Zu jedem a € G existiert (mindestens) ein @ € G mit aoa@ = n,,.

(5) (G, o) besitzt ein linksseitig neutrales Element ny mit der Eigenschaft:
Zu jedem a € G existiert (mindestens) ein a’ € G mit a’ o a = n,.

(b) Gilt eine und daher — laut (a) — jede der fiinf oben genannten Eigenschaften,
50 heifst (G, o) eine Gruppe.

Beweis Als Beweismethode ziehen wir den Ringbeweis, auch Beweismiihle ge-
nannt, heran, d.h. wir zeigen (1) ~ (2) ~ (3) ~ (4) ~ (5) ~ (1).

(a) (1) ~ (2)
e Es gelte (G, o) ist ein Monoid und jedes a € G ist Einheit. Dann
besitzt (G, o) genau ein neutrales Element und jedes a € G besitzt
genau eine Inverse a’.
e Seien a, b, € G beliebig voregegben.

e Angenommen {50 g g} ist eine Losung der Gleichung
0

aox=0» .

{yoazb}' Damit folgt
;1;0:nogjo:(aioa)o;LjO:aio(aoxo):aiob
Yo=yYoon=ypo(aoa’)=(ypoa)oa’=boa

e Damit sind hochstens die nach Voraussetzung eindeutig bestimmten

atob=:29€ G .. . aox=1»
boal = yp € G} Losungen der Gleichung {y oq— b}
(Eindeutigkeit der Losungen).

Elemente {

o € G

e Umgekehrt gilt fiir diese Elemente {yo ca

} aber auch tatsachlich

zg=nozg=(atoa)omyg=a‘o(aozy) =a‘ob
Yo=yoon =yoo(aoa’)=(yooa)oa’=boa’

(Existenz der Losungen).

(2) ~ (3):
e Es gelte die Behauptung (2).

e Die Gleichungen {Z Z”Z i I[j} besitzen fiir beliebig vorgegebene a, b €

G stets genau eine Losung {io}.
i

e Damit folgt Aussage (3) als Abschwichung der Aussage (2).
(3) ~ (4):
e Wihle ein b € G (moglich, da G # {}). Wahle eine Losung n, der
Gleichung box =b ~» bon, =b.

e Sei a € G beliebig vorgegeben. Wihle eine Losung der Gleichung
yoa=>b~ yob=a.
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e Esist aon, = (yoob)on, =ypo(bon,) =yoob=a. Damit ist n,
rechtsseitig neutrales Element von (G, o).

e Sei a eine Losung der Gleichung a oz = n,. Dann existiert zu jedem
a € G eina€ G mitaoa=n,.
e Somit besitzt (G, o) die Eigenschaft (4).

(4) ~ (5):

e (G,0) besitzt ein rechtsseitig neutrales Element n, mit der Eigen-
schaft aus (4): Zu jedem a € G existiert (mindestens) ein @ € G mit
aod=n,.

e Seia € G beliebig vorgegeben. Dann existiert ein @ € G mit aca = n,,

e Nach (4) gilt dann weiterhin @ € G mit aoa = n,,.

e Esist

also aoa = n,.
e n,oa=(aoa)oa=aoc(aoa)=aon,=a

e Nenne n, =ny, a =a' und es folgt die Behauptung (5).

(8) ~ (1):
e Es gelte die Behauptung (5).
e Sei a € G beliebig vorgegeben. Dann existiert ein o' € G mit a' oa =
ny ~ Ja’’ oad =ny.
e Es ist

a"od' ogod =
a

also aoa’ =ny.
e aony =ao(a'oca) =(aca')oa =nyoa = aund n, ist ein zweiseitig
neutrales Element von (G, o), d.h. (G, o) ist ein Monoid.

e Damit ist o' fiir jedes a € G eine zweiseitige Inverse, d.h.jedes a € G
ist Einheit.

0.28 (A)

Es sei (G, o) eine Gruppe mit dem neutralen Element n und (U, o) ein Untergruppoid
von (G, o).
Zeige: Besitzt (U, o) ebenfalls ein neutrales Element n’, so gilt n = n'.

Losung

Beweis Seien (G, o) eine Gruppe mit neutralem Element n, (U, o) ein Untergrup-
poid mit neutralem Element n'.

Betrachte die Gleichung n' o x = n'. Im (G, o) ist n die Losung dieser Gleichung,.
Im (U, o) ist n’ die Losung dieser Gleichung.

Da (U,o) Untergruppoid von (G, o) ist, sind n,n’ Losungen dieser Gleichung in
(G, 0). Folglich ist n = n', damit ist (U, o) ebenfalls eine Gruppe geméf Satz 0.27.
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0.29 (D)

(a) Wird bei einem Gruppoid (anstatt o) das Symbol {+} verwendet, so heifst

{ (G, +) ein additiv

(G,-) ein multz’plikatiu} geschriebenes Gruppoid.

(b) Ist {((%3 +))} eine Halbgruppe, so wird fiir alle (a,n) € G x IN abkiirzend

n Summanden
—_—
at+a+...+a=n-a
a-a-...-a=a"
—_———
n Faktoren

geschrieben.

(c) Ist {((G . +))} ein Monoid, so wird das neutrale Element {

Nullement
G..

FEinselement

0, genauer Og

nannt und mit {
1, genauer 1g

} bezeichnet.

(d) Ist a € G eine Einheit, so wird das inverse Element o’ im Fall {((%’ +))} mit

{ _Ui} bezeichnet.
a

0.30 (S)

Ist (G,-) ein Halbgruppe, so gelten fiir alle (a,m,n) € G x IN x IN die folgenden
Regeln:

ORCOLETI

Beweis Seien (a,m,n) € G x IN x IN beliebig vorgegeben.

(a) a™-a"=(a-...-a)-(a-...-a)=ga-...-a-a-...-a=a™™"
o Favoren  n Fadioren metn Faktoren

(b) (@™)*=a™-...-a™=(a-...-a)-...-(a-...-a) =a™
nTeme o ralioren  m Faktoren,

~
n Klammerterme

0.31 (S+D)
Ist (G,-) ein Monoid, so gilt:

(a) (U,-) mit U := {a € G |a ist Einheit} ist eine Gruppe und U heifit die Ein-
heitengruppe von (G, -).

(b) (@) t=(at)"=:a ™ €U fiir alle (a,n) €e U x N
o UxZ—U . . . .
Setzt man noch a” := 1g, so stellt v : eine eindeutige Abbil-
(a,7) = a”

dung von U x Z nach U dar.

(c) Fiir alle (a,v,d) € U x Z x Z gelten die Potenzregeln:
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(1) a” - a6 = a7+6

@) (@) =a”

Beweis Sei (G, -) ein Monoid.

(a) e Setze {a € G|a ist Einheit} =: U, dann ist 1¢ € U und U # {}. Seien
a,b € U beliebig vorgegeben.

a-beU ~» U ist Untergruppoid.

Seien a,b, ¢ € U beliebig vogegeben, dann sind auch a,b,¢c € G. Da (G, -)
Halbgruppe ist, folgt somit (a-b)-¢ = a-(b-¢), weswegen (U, -) Halbgruppe
ist.

Demnach ist (U, -) ein Monoid.

Sei nun a € U beliebig vorgegeben. Dann ist auch a=! € U und, da
a~ta=1g = aa™ !, jedes a € U ist Einheit von (U, -).

Damit ist (U, -) eine Gruppe.

(b) Sei (a,n) € U x IN beliebig vorgegeben.

e Dannista” =a-...-a €U ~ (a”)~! € U.
——
n Faktoren
e Weiter ist (a”) ' =(a-...-a)t=a"t-...-a7t = (a")"
=:a"el.

Also sind a™,a™" € UVn € N ~ a7 € U fiir alle (a,v) € U x Z.

(¢) (1) e Seia € U beliebig, dann aber fest vorgegeben.
Setze {n € Ng|a? -a™ = a"*t" fir alle y € Z} =: S.
e Wegena”-a® =a”-1lg=a” =a"t%ist 0 € S.
Sei n € S beliebig vorgegeben.
a’a” = a"t" =:a° mit y +n = o.
e Esist a¥a™! = a”(a"a) = (a"a™)a = a’a.
Unterscheide drei Falle:

(I) ceN ~ a’a=(a-...-a)-a=a’t!
(I) 6 =0~ a’a=aa=1lga=a=a' =a’*!
(III) 0 <0 ~ o =: —m fiir ein m € IN.
e Man kann umformen:
(@t ...-at)a
m Faktoren
=(@"'-...-at)-(a'-a)
=at-....a!
———

m—1 Faktoren
= (a
— ao’+1

_1)m—1 — a—(m—l) — a(—m)—i—l

also a7 - a™t! = a - a = a7 (" t1),
e Damit hat man nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion ge-
zeigt, dak n+ 1 € S ~ a7 - a™ = a7 fiir alle (y,n) € Z x Zy.

e Analog zeigt man a” - a® = a™*? fiir alle (n,8) € Z x Zo.
Folglich ist a” - a® = a?+9, falls v > 0 oder falls § > 0.
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e Im Fall y < O und 6 < 0 gilt —y =:m € N und —6 =: n € IN, und
mit a=! =: b € U erhilt man:

a'y§ — (a—l)m(a—l)n — pmpn = pmtn — (a—l)m—i—n

_ (afl)f'yfé — a’y+6

(2) Diene der geneigten Leserin bzw. dem geneigten Leser als Aufgabe.

0.32 (A)

Beweise (0.32) (S+D)(c)(2)!

Losung

e Seien (a,7y) € U x Z beliebig vorgegeben.

e Setze a” :=be U und {n € Ng|(a”)" =a""} =: S.

e Esist (@)’ =0"=1g=0a’=a"?, damit ist 0 € S.

e Sei ein n € S beliebig vorgegeben, dann ist b = (a7)” = a?"™.
o Esist (7)™t = bt = b . b=a"" a7 = ¥ = a7 (D),

e Damit ist n + 1 € S fiir alle n € S und nach dem Prinzip der vollstindigen
Induktion folgt (a¥)™ = a¥™ fiir alle n € INy.

o Fiir v € Z gilt

—imFally>0: y==neN~ (a7)'1=@)1=a"=a"
—imFally=0: (a")"t=(a®)"t= 151 =lg=a’=a"%=qa™"
1

— Im Fall y < 0 : Setze j = —n mit einem n € IN. Dann ist (a?)"! =
@n=(@) ) P =at=a

Es ist also stets (a?)~! =a™".
e Fiir 6 € Z mit 6 < 0 gilt 6 =: —n mit einem n € IN.

e Dannist (a?)0 =0 =b " = (b1 )" = ((a7) )" =al" V" =7 (") =79,

0.33 (D)
Es sei (G, -) eine Gruppe. Ein Untergruppoid U heiftt Untergruppe von (G, -), wenn
(U, ) eine Gruppe ist.
0.34 (S) Untergruppenkriterium
Fiir eine Teilmenge U C G eine Gruppe (G, -) sind dquivalent:
(a) U ist eine Untergruppe von (G, -).

(b) Esgilt U# {} und a-b~! €U fiir alle a,b € U.
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Beweis
(a) ~ (b):

e Sei U eine Untergruppe von (G, ). Dann ist (U, ) eine Gruppe, U # {}
und U besitzt ein neutrales Element 1.

e Die Gleichung 1y - z = 1y besitzt in U die Losung x = 1y und in (G, -)
wegen G D U die Losung = 1g. Wegen 1g € U C G besitzt die
Gleichung in (G, -) also die Losungen 1¢ und 1.

Folglich ist 1y = 1g € U.

e Sei b € U beliebig vorgegeben. Dann besitzt die Gleichung b-z = 1g in
U genau eine Losung b’ € U. Wegen U C G ist b’ € G auch eine Losung
von b-x = 1g in G. Da es nach (0.27) aber nur eine Losung gibt, mufl
b =b1leU,dh firalebe Ugilt b ! eU.

e Seien a,b € U beliebig voregeben, dann sind auch a,b~! € U. Da (U, -)
Untergruppoid, folgt a - b=! € U fiir alle a,b € U, was die Behauptung
aus (b) ist.

(b) ~ (a):

e Essei U # {} und ab~! € U fiir alle a,b € U.

e Wihle ein a € U (moglich, da U # {}), dann sind a,a € U und weiter
aac ' =1g €U.

e Sei b € U beliebig vorgegeben, dann sind 1g,b € U, weshalb auch
1gb—1=b"1 €U ist fiir alle a,b € U.

e Seien a, b € U beliebig vorgegeben, dann sind a,b~! € U und a(b™1)~! =
abeU.

e Damit ist (U, -) Untergruppoid von (G, -). Da weiterhin (G, -) Halbgruppe
ist, ist auch (U, -) Halbgruppe, somit ist (U, -) ein Monoid.

e Sei a € U beliebig vorgegeben. Dann ist auch a=! € U und a beseitzt in
(U,-) eine zweiseitige Inverse (nimlich a=!), d.h. jedes a € U ist Einheit
in (U, -).

e Das zeigt die Behauptung aus (a), daf (U, -) eine Gruppe ist.

0.35 (A)

Beweise oder widerlege:

{U € Z|U ist Untergruppe von (Z,+)} = {Z, |n € N}

mit Znp, := {yn |y € Z}.

Losung

Beweis

e Sei n € Ny beliebig vorgegeben, dann ist Z, # {}. Seien weiterhin a =:
yn , b =: én € Z,, beliebig vorgegeben.

e a—b=yn—90n=(y—90)n € Z,, da (y—§) € Z. Nach dem Untergruppenkri-
terium folgt daraus {Z, |n € No} C {U € Z| U ist Untergruppe von (Z, +)}.

e Sei eine Untergruppe U von (Z, +) beliebig vorgegeben, dann ist 0 € U und
weiterhin
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CLFallU=0:U=2%Z={y 0|ye€Z}
— 2. Fall3a e U\ {0} ~ {a,—a} CU ~ UNN #{}
o Setze (x)min{z € UNN} =: n.

Dannsind n+n=2-n€ U, (n+n)+n=3-n€U, ...und esfolgt
UDN-n=:{v-n|jvelN}.

e Sei ein v € IN beliebig vorgegeben.
v €U ~ —(v-n)=(—v) - neU ~ UDZy.

e Sei a € U beliebig vorgegeben, dann existiert einy € Z : yn < a < (v + 1)n.
€U
—
Damit ist 0 <_a —y-n < n. Wegen (x) ergibt sicha —yn =0 ~
M~~~

€U eu
a=7vn € Z, und es ist U C Z,.

Da beide Inklusionen gezeigt sind, gilt U = Z,,.

0.36 (A)

Beweise oder widerlege die folgenden Aussagen:
Sind U,V Untergruppen eine Gruppe (G, -), so ist auch stets

(a) UNYV ein Untergruppe von (G, -),

(b) UUYV ein Untergruppe von (G, -).

Losung
(a) e Seien U,V Untergruppen einer Gruppe (G,0). Da 1g € U und 1g € V,
ist 1 e UNV und weiter UNV =: D # {}.
e Seien a,b € D beliebig vorgegeben.

a,beU~a-bteU
a,beV~a-bleV
kriterium), also a - b~ € D fiir alle a,b € D.

e Dann sind { } (jeweils nach dem Untergruppen-

e Nach dem Untergruppenkriterium ist D somit Untergruppe von (G, o).

(b) e Zy,7Zs3 sind Untergruppen von (Z,+). Es sind 3,2 € Zo UZ3 =: V.

e Angenommen V wire Untergruppe von (Z, +), dann miifite gelten 3—2 =
leV.

o Esist aber 1 € ZoUZ3z={y-2|v€Z}U{6-3|6 €Z}.
e Widerspruch!

0.37 (A)

Es sei U # {} ein Untergruppoid einer Gruppe (G, -). Beweise oder widerlege:
(a) Ist |U] < oo, so ist U stets eine Untergruppe von (G, -).

(b) Ist |U| = o0, so ist U stets eine Untergruppe von (G, -).
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Losung

(a) e Sei b € U beliebig vorgegeben.

e Da U Untergruppoid ist, 1Rt sich sagen U D {b,b2,...,b",...,b™,...}.

e Da weiterhin nach Voraussetzung |U| < o0, existieren 0 < n < m mit
b" = b™. Damit ist b " =b""" =bF = 1lg mit k:=m —n, 0 < k.

eFallsnun k=1~ b =1~ bl =15 =15 € U.

e Falls hingegen k >0 ~ bF 1. b=0" =15 ~ b1 =bF-1 € U.

e Es folgt aus beiden Fillen, daR b~! € U fiir alle b € U.

e Seien a,b € U beliebig vorgegeben, dann ist, wie eben festegestellt,
a,b=! € U und, da (U, -) Untergruppoid, ab~! € U.

e Esist n.V. U # {}, daher folgt nach dem Untergruppenkriterium, daf U
Untergruppe von (G, o) ist.

(b) Widerspruch: N ist Untergruppoid von (Z,+). Angenommen IN sei Unter-
gruppe von (Z,+), dann miifite, da 2 € IN, auch —2 € IN sein, was einen
Widerspruch darstellt.

0.38 (D)

Ist (G, +) eine additiv geschriebene Gruppe und sind a,b € G, so ist a — b bzw.
—a + b eine abkiirzende Schreibweise fiir a + (—b) bzw. (—a) + b.

0.39 (D)

(a)

(d)

Es seien (L, +), (R, +), (A,4) — L wie links, R wie rechts und A wie abelsch
— drei nicht notwendig verschiedene abelsche Gruppen mit den Nullelementen

L A
07,0g und 04 und - : xR - eine Abbildung von L x R nach A.
,ry=l-r

Das Quadrupel ((L,+), (R,+),(A,+),-) heift genau dann distributive Ver-
kiipfung abelscher Gruppen (DVAG), wenn fiir alle l1,l»,] € L und fiir alle
r1,72,7 € R die Distributivgesetzte gelten:

[DiSt]L : (ll +l2) -r= lir + lar
N——— M~ =

€A €A €A
—_——
€A

[Dist]p : 1+ (ry +1r2) =1ry + 1o

Gilt (L,+) = (R,+) = (A, +) so heift die DVAG ((L,+), (R, +),(4,+),-) =:
(A, +,-) ein verallgemeinerter Ring.

Ein verallgemeinerter Ring (R, +,-) heifst Ring, wenn (R, -) eine Halbgruppe
ist.

Er heifit Ring mit Einselement, wenn (R, -) Monoid ist.

Er heifit Korper, wenn ((R\ {0}), ) eine Gruppe ist.

(Klammereinsparregel). Fehlen bei einer DVAG bei einem Term (z.B. 3-4+5)
die Klammern, so gilt die Konvention Punktrechnung (-, o, x) verkniipft starker
als Strichrechnung (4, —) [in der Schule lapidar als ,,Punktrechnung geht vor
Strichrechnung “ bezeichnet].
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0.40 (B)
(a) (Z,+,-) ist ein Ring mit Einselement (der Ring der ganzen Zahlen).

(b) (R, +,-) ist ein Korper (der Kdrper der reelen Zahlen).

0.41 (A)

Ist (R,+) die additive Gruppe der rellen Zahlen und n € IN, so wird fiir alle
(al,aQ,...an) =: G(B]_,,BQ,...IBH) =:beR"

a+b:= (a1 4+ pr,a2+ Pa,...,an + Br)

gesetzt. Damit sind (R, +) und (R", +) abelsche Gruppen.

Wir definieren die Abbildungen:

JRxR" = R"

"N(,a) » a-a:=(aar,aas,...,ac,)

JR"xR" - R
(a,b)»aob:=(as-Pr+az-Po+...+a,-Br)

. {]R” x R™ — R"
(a,b) = axb:= (a1 Bi,a2 - Ba,...,an - Bn)
Beweise oder widerlege: Das Quadrupel
(a) ((R,+),(R™,+),(R",+),-) ist eine DVAG.
(b) (R",+), (R™,+), (R, +),0) ist eine DVAG.

eine DVAG
(c) (R™,+), (R"™,+), (R™,+), %) ist { ein Ring mit Einselement
ein Korper

Losung

Zeige zunéchst, dak (R"™, +) mit der Voraussetzung a + b := (a1 + B1,a2 + B2, ...,
ay, + Br) abelsche Gruppe ist.

e (R", +) ist ein abelsches Gruppoid, denn
a+b= (a1+p1,a2+ P2, ..., an+pBn) = (B1+a1,f2+as,. .., Bntan) = b+a.

e Setze (0,...,0) = Og~. Dann ist a + Og» = (a1 + 0,02 +0,...,0a, +0) =
(a1,as,...,a,) = a und Og» ist neutrales Element von (R", +).

o Es gilt das Assoziativgesetz:

(a+b)+c = (a1+PB1,a2+ B2, --y0n+Bn)+ V1,72, ,Vn)
= ((1 +B1) +7,-- s (@n+ Bn) +7n)
= (a1 +Br1+m);--,an+ (Bn+7)) da (R",+) ass.
= (a1,az,---,a,) + ((B1,B2,- -, Bn) + (71,725 -, V)
= a+(b+c¢)

Damit ist (R™,+) abelsches Monoid.
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e Setze (—ayq,—aa,...,—a,) =: . Dannist a+z = (g +(—1), aa+(—a2),. . .,
an + (—ay)) = (0,0,...,0) = Ogr~ und z ist Inverse zu a in (R", +).

e Wir haben somit gezeigt, dafl (R",+) abelsche Gruppe ist.

Zeige nun die drei Behauptungen:
(a) Zeige: ((R,+), (R",+), (R",+),-) ist mit a-a := (aq1, aqs, ..., aq,) fir alle
(a,a) € R x R™ eine DVAG.
e ad [Dist], :

— (a+pB)-a=((a+ )b, (a+B)B2, ..., (a+B)Bn)
— Dain (R, +, ) stets das linke Distributivgesetz gilt, folgt weiter

(a+B)-a=(ab+BP1,afs+ BB, ...,afn + BB) =
- (a517aﬂ27"'7aﬂn) + (ﬂﬂhﬂﬂ%"wﬂﬂn) = -a+ﬂ-a.
e ad[Dist],: Wurde nicht fortgesetzt.

0.42 (S) Dualitatsprinzip
Ist ((L,+),(R,+), (A, +),-) eine DVAG, so ist ((R,+), (L, +), (4,+),0) mit

.- RxL— A
N )= rol=:1-r

ebenfalls eine DVAG.
((L,+), (R, +), (A, +), o) heikt die zur ((L,+),(R,+), (4,+),-) duale DVAG.

Beweis Wir miissen zeigen, daf fiir ((L,+), (R, +), (4,+), o) ebenfalls die beiden
Distributivgesetze gelten.
Seien rq,72,7 € R und ly,l5,1 € L beliebig vorgegben.

[Dist], : (ri+ra)ol=1-(ri+r)=1-ry+l-ro=ryo0l4+ry0l
Dist]p: ro(li+h)=0+l)-r=h-r+la-r=roli+rol

0.43 (S) Rechenregeln fiir DVAG’s

Ist ((L,+), (R, +),(A,+),-) eine DVAG, so gelten fiir alle l,14,...,l, € L und alle

rri,...,"m € R mit n,m € IN die folgenden Rechenregeln:
(a) 0, -7 =04

(b) 1-0, =

() (=) r==l-r

(d) 1-(=r) =

() (=) -(-r) =

) 1l-(ri—re)=1-11 —1-19

g h=0bL)-r=lLi-r=1Iy-r

(h) (s ) -r =20

OREOMEENED P 1(l ri)

() izl - (Citiri) = E;_ll, o b

Nach dem Dualitétsprinzip folgt dabei (b) aus (a), (d) aus (¢) und (i) aus (h).
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Beweis
(a) Fir Or -r =:a € A gilt
a+a=0L-r+0L-r=0+0) - r=0r-7r=a,
also a + a = a, daher ist

a=a+04=a+(a+(-a))=(a+a)+(—a)=a+(—a) =04

(b) Esist l-0g =0gol=04

(€) B ist L-r+ (=) -r = (I+ (=) -7 =( 01,7 = 0.
Damit ist (—I) - r in (A, +) die Losung der Gleichung (I -r) + 2 =04
o (1) =)

@ 1 (=r) = (=)ol =~(rol) = ~(I7)

© (DL~ () (1) =r-1

) l-(ri=r)=1l-(ri+(=r))=l-r1+1l-(=r2) =11+ (=-12)) =111 =179
(g) (ll—lg)TZ(l1+(—l2))-7“=l1-7‘+(—l2)-7’=l1-7’+(—(l2'7’))=11-T—l2'7‘
(h) e Setze {neN| (i lL)-r=>; (i-r)firallel,...,l, € Lundr €

R} =:8

e Dannist 1€ S.
e SeieinneS,l1,...,lhIlnt1 € L und ein r € R beliebig vorgegeben.
e Damit ist:
hh+l+... 4+l + )T

= ((h+lb+...+0)+ly) 7

= (l1+l2+...+ln)-r+ln+1-r

= (h-r+la-r+... 4+l )+l r

= Lh-r+b-r+...+l,-r+lp1-r
e Fiir alle n € S gilt n +1 € S, nach dem Prinzip der vollstandigen

Induktion folgt S = IN.

(i) Seien m € IN,l € L und rq,...,7n € R beliebig vorgegeben. Dann ist [ - (ry +
...+Tm)=(rl+...+Tm)0l(i)r10l+...+rm01=l-r1+...l-7‘m.

(j) e Seienly,...,l, € Lund r1,...,r, € R beliebig vorgegben.
e Setzely +ls+...+1l,=l€eLundry+7r9+...+7, =7 € R.

e Damit ist

G+ +) -+ +rp)
= l-(m+...+mm)
= l-r+...+1-ry
hh+.. . +L)m+...+ W+ 4+ 1)
b+l rm+...+l, 4+ .+l rp+.. .+l

Z lz’l“Z
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0.44 (D)
Eine DVAG ((L, +), (R, +), (4,+), ) heifit
(a) nullteilerfrei, wenn aus [ - r = 0, stets {l,r} N {0r,0r} # {} folgt.

(b) kommutativ oder abelsch, wenn (L,+) = (R,+) wund fiir alle a,b € R
ab = ba gilt.

0.45 (B)

(a) Jeder Korper (K, +,) ist ein nullteilerfreier Ring mit Einselement.

Beweis (K,+,-) ist ein Korper, dann ist ((K \ Ok),-) eine Gruppe und es
folgt
(1) Fiir alle a,b € K \ {0} gilt ab € K \ {0}, d.h. (K, +,-) ist nullteilerfrei.

(2) (K\{0},-) besitzt ein Einselement 1k, d.hes gilt 1x-a =a =a- 1k fir
alle a € K\ {0} und fiir alle a = Ok gilt ebenfalls 1x-0x = 0k = Ok -1k,
also gilt 1x-a =a =a- 1k fir alle a € K, damit ist 1x Einselement von
(K7 +, )

(3) (ab)c = a(be) fir alle a,b,c € K \ {0} und im Fall Ox € {a,b,c} gilt
a(bc) = 0g = (ab)c; somit ist (K, -) eine Halbgruppe, damit ist (K, +,-)
nach Definition ein Ring.

(b) (Z,+,") ist ein nullteilerfreier Ring mit Einselement, aber kein Korper.

0 0/°\1 0 0 0
(é 8) # (8 8) £ ((1’ 8), d.h. (R**2, +,.) ist nicht nullteilerfrei.

(c) Im Ring (R**?,+,-) der 2 x 2-Matrizen gilt (1 0) . (0 0) = (0 0), aber

0.46 (A)

Beweise: Jeder endliche, nullteilerfreie Ring ist ein Korper.

Losung

e — Sei (R,+,") ein endlicher, nullteilerfreier Ring.
— Sei R\ {0} := {ai1,a2,...,an} =: R* . Dann ist (R \ {0},-) =: (R*,-)
eine Gruppe.
— Da (R, +, ) nullteilerfrei ist, folgt a-b € R” fiir alle a,b € R*, d.h. (R?,")
ist Untergruppoid von (R, -).
— Weiter ist (a-b)-¢ = a- (b-c) fir alle a,b € R, somit auch fiir alle
a,b € R”. Es folgt, dak (R”,-) Halbgruppe ist.
e Seien a,b € R* beliebig, dann aber fest vorgeben.

R* -+ R*

e Betrachte die Abbildung ¢, : {
a; = pq(ai) == a-a;

e Angenommen, unter der Voraussetzung a # 0 sei a - a; = a - a;j, dann ist
a-(ai—a;) =a-a;—a-a; =0~ a;—a; =0 ~ a; = aj, d.h. ¢, ist injektiv.
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e Da |R*| = n < oo, muss g, auch surjektiv sein, d.h. Ja; € R* : a-a; = b,
womit die Gleichung a -z = b in (R*,-) l6sbar ist.
R* - R®
e Analog gilt: Die Abbildung %, : ist injektiv, wegen
a; = Ya(a;) :=a;-a
|R*| = n < oo auch surjektiv, d.h. die Gleichung y - a = b ebenfalls in (R*,")
16sbar.

Damit ist (R?,-) eine Gruppe.

0.47 (S)

Ist ((R,+),(R,+), (A, +),-) eine abelsche DVAG, so gilt fiir alle a,b € R die Formel
(a + b)? = a® + 2ab + V.

Beweis Ist ((R,+),(R,+), (A, +),-) eine abelsche DVAG, so gilt fiir alle
a,be R

a+b=:n€eR
und
(a+b)? = (a+b)(a+b)=n(a+b)=na+nb
= (a+b)a+ (a+b)b= (aa—+ ba)+ (ab+ bb)
a® + (ba + ab) + b* = a® + 2ab + b*
0.48 (A)

Zeige: Sei (R, +,-) ein kommutativer Ring. Setze a™b° := a™ und a®b" := b, dann
gilt fiir alle (a,b,n) € R x R x IN die binomische Formel

n

0 G () ke

k=0
fiir alle k > 0 und (}) := 1.

Losung

Voriiberlegung Fiir alle n € IN gilt:
() () =1=("0") und (}) =1=(11)
®) D +E) =n+1=("7")
(c) Fir k> 1 gilt

n n

() (")

_n(n—1)...n—k+1) nn-1)...(n—k+2)

- ;! + k=1
nn—1)...(n—k+2)[(n —k+ 1)+ k|

k!
n+a)(n+1)—-1)((n+1)—2)...(n+1)—k+1)
k!

(1)
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Beweis

o Setze {n € IN|Fir alle a,b € R gilt (%)} =: S.
Dann ist (a +b)! =a+b= (;)a!°b° + (})a' b und es folgt 1 € S.

e Sei ein n € S beliebig vorgegeben. Dann ist

(a+ b)"*!
=(a+b)"(a+D)

= (; (Z) a”‘kbk> (a+b)
Qe Qv Qv (1)
()alb"+< ) Qb+ () g
+< - ) AR (n )alb"-l- (Z)aob"“
(o) (( )+ (6))er ()« ()
() ()

(G () e

(e (s (73 g

o+ (n + 1) a(n-}-l)f(nfl)bnfl + (n : ]‘) a(n+1)fnbn

n—1
n+1
(n+1)—(n+1) pn+1
+ (n + 1)a b

3

n+1
_ Z (” + 1) Q) kpk
B k

k=0

Damitist n+1 € S fir allen € S

Nach dem Prinzip der vollstédndigen Induktion folgt S = IN.

0.49 (D)

Es seien S eine Menge und m,n € IN.

(a) Dann heifdt jedes in der Form von m Zeilen und n Spalten angeordnete System
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von m - n vielen Elementen aus S eine m x n-Matriz dber S.
Die Gesamtheit aller m x n-Matrizen {iber S wir mit S™*" bezeichnet.
Fiir S1** wird auch kiirzer S**™ := S™ : {(S1...S,)|S1,S52,...,5, € S}

geschrieben.
ail PN a1p b11 e bln
(b) Ist | : D] = AeS™ " soheift | i | = BesS™*"
aAml -+ Qmn bml “e bmn

mit b;; = ay; fir alle (i,j) € m xn :={(4,j) |1 <i<nund 1 < j <m} die
2u A transponierte Matriz — in Zeichen B =: A?.

(c) Zwei Matrizen A, B € S™*™ heiflen gleich — in Zeichen A = B, wenn fiir alle

(’L,]) € m xn gilt ai; = b”

0.50 (S)

Ist (S, +) eine abelsche Gruppe, so ist auch (S™*™, +) mit

a1 +bin ... ain+bin
A+ B:= € gmxn
am1 +bm1 .. Qmn + bmn
0 0
ebenfalls eine abelsche Gruppe mit | : .| € §™*™ als neutralem Element
0 0
—ai1 ... —Qip a1 ... Qip
und : : =: A~! als der Inversen zu : : = A€
—Qm1 -+ —Omn Am1  --- Gmp
smxn,
a1 A1n b11 bin
Beweis Seien A := und B := € Smxn
Aml  --- Omn bt -.- bmn
beliebig vorgegeben.
dii ... din
e A+ B = : : € S™*™ mit d;; = a;; + b;; ist fir alle (4,5) €
dmi - dmn

m X n eindeutig definiert, d.h. (S™*™ +) ist Gruppoid.

€11 PN €1n
e B+ A= € S™X™ mit eij = bij +a;; = azj +by; ((S,+) ist

€ml - Emn

abelsch) fiir alle (4,7) € m x n.

e ~> A+ B=B+ A~ (8™*" 4) ist abelsch.
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0.51 (S—|—D)
Seien ( ), (A4,4),-) eine DVAG, m,n,k € N
l11 l1n 11 e Tk
und =UeLl™"™, | : : | =1V e Rk

Tnl cee Thk
Setzt man fur alle k YeEm Xk

n
aij =Y LTy
v=1

so gilt?
ai e aik
uv=| : D | e Amxk
Am1  --- Qmk

und es ist ((L™*", +), (R™**, 4), (A™*k +),.) ebenfalls eine DVAG.

((Lmxm,+), (R, 4), (A™E, +),

-) heift die Matrizen-DVAG vom Typ (m,n, k)
iber der DVAG ((L,+),(R,+), (4,4+),

)-

Beweis Seien eine DVAG ((L, +), (R, +), (4, +), ) und m,n, k € IN beliebig vorge-
geben. Dann sind nach (0.50) ((L™*", +), (R"**, +), (A™** +),") abelsche Grup-
pen.

lll .. lln r11 ... T1k
* Seien | : |l =UelL™™, | : | =:V € R"™** und

lml . lm" Tn1 cee Tpk
(i,7) € m x k beliebig, dann aber fest vorgegeben.

o Es gilt I;,r,; € A fiir v =1,2,...n und es folgt, da (A, +) abelsche Gruppe

ist "
a;j = Zli,,r,,j €A
v=1
fiir alle (i,7) € m x k.
ail PN aik
e Damit ist UV = | : | € A™** eindeutig definiert.
am1  --- Qmi

mit

Lmxn 5 Rnxk _)Amxk
(U, V)» UV =W

wi; = ZZM,,]- fiir alle (i,j) e m x k

v=1
ist eindeutig definierte Abbildung von L™*™ x R"*¥ nach An*k,

Um zu beweisen, dafs die o.g. Vorschrift eine DVAG bestimmt, muff man nun die
beiden Distrubutivgesetzte aus (0.39) (a) gelten. Wir zeigen zunéchst [Dist] :

2Merkregel: Man sagt auch »ai; = i-te Zeile von U mal j-te Spalte von V “.
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I lin iy oo lin
e Seien | : U, : : | =U" e L™ und
lmi - lmn L L
T11 Tk
: | =: V € R™** beliebig vorgegeben.
Tn1 Tnk

Z11 Tik
e UV = X = : € A™*k mit z;; = Y 0_ liyry; fiir alle

Tml Tmk

(i,j) emx k

T, Ty,
e UV =X = | : : e A™*k mit zf; = 30 i, 7y fiir alle

Ton Tonk

(t,j) emxk
w11 Wik
o X+ X':=W = : € Amxk mit
Wm1 Wmk
n n
Wi Tij —}—.Z';j = (Z li,,T,,j> -+ (Z l,IiVT,,j>
v=1 v=1

fiir alle (i,7) € m x k.

e Nach (0.50)ist U+U' =Y =

fiir alle (i,7) € m x n.

211

e Esist YV =17 =

Zm1

n

Z(liuruj + l;url’j) = Z(lll/ + l;u)rl/]'

v=1
Yii .- Yin
€ L™*" mit y;,, =l + 1,
Ymi - Ymn
21k
emxk mit
Zmk

n

n
Zij = Zyi:ﬂ’u;’ = Z(liu + 1, )0 = wij
v=1

fiir alle (i,7) € m x k.

e Damit folgt Z = W.

v=1

e Resiimee (U+U" YW =YV=Z=W=X+z'=UV+U'V.

In ((L™7, +), (R™*, +), (A™*F, 1), ) gilt [Dist].

Analog zeigt man, daf auch [Dist] , gilt, damit ist ((L™*", +), (R™*F, +), (A™*k, +),-)
ebenfalls eine DVAG.
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0.52 ()

Ist (R, +,) ein verallgemeinerter Ring, und n € N, so ist
((Rnxna +)7 (Rnxn7 +)7 (Rnxn7 +)7 ) =: (Rnxn7 +, )

ebenfalls ein verallgemeinerter Ring.

Beweis Dieser Satz ist ein Korollar von (0.51) fiir m = n = k und (L,+) =
(R, +) = (4,4)-

0.53 (S)
U11 ... Uy
Ist (R, +,") ein Ring, so gilt fiir alle k,I,m,n € Nund alleU = | : | €
U1 --- Ukl
V11 cee Uim w11 e W1n
Rext = | - | e Rxm W = : : € RMx":
Vi1 vee Uim Wm1 --- Wmymn
(UVYW =U(VW)
Beweis
T11 oo Tim
e Laut (0.51)ist UV := X = | : D | € R mit @y, = YL winva
Tkl --- Tkm
fiir alle (i,p) € k x m.
Yii ..o Yin
e XW =Y = € Rk>*n mit
Y1 -+ Ykn
m m l
i = Yoo =35 (Lvoon ) o
p=1 p=1 \A\=1
= Z UiNUApWpj
A=1,...,0
p=1,...,m
fiir alle (i,7) € k x m.
211 ... ZRin
o Esist VIW=Z=|: o | € R mit 2y = 300 uauwy, fiir alle
21 weo Rln

(i,7) € Il x n.
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t11 e tln
e UZ=T=]| : | € R*™ mit

tk1 --- tkn

! l m
E UiNZrj = § Ui E UapWyj
A=1 A=1 pn=1

= E uir(Vapwy;) = § UidUApWpj = Yij
A=1,...,1 A=1,...,1
p=1,....,m p=1,...,m

fiir alle (i,7) € k x n.
Damit haben wir: Y =T ~ (UV)W = XW =Y =T =UZ = U(VW).
0.54 (B)

4
Fiir (]. 23) =:a € RIX3, (5) =:b e R3X1, (2) =:c € ]RIXI und

(=]

-~ =
oo Ut N
O O W

) =:d € R**3 gilt:

(a) ab=1-44+2-5+3-6=(32) ¢ R"*!

4 4 8 12
b) ba=(123)|5] =[5 10 15] e R®*3
6 6 12 18

(c) (ab)e = (32)(2) = (64) € R**!

4 8
(d) a(bc) = (123) ((5) (2)) =(123) (10) =8+20+36=(64) € R"*!
6 12

0.55 (S)

Ist ((K,+), (K,+),(4,4+),-) eine kommutative DVAG und

(K™ 4), (K™*", +), (A" +), ) die zugehdrige Matrizen-DVAG vom Typ (I,m,n),
U1 ... Uim V11 e Vin

sogiltfiralleU:=| : o |eKYXmund Vi=| D | eKmxm:

u e Ulm Uml -+ Umn

U-V)=vt.U

Beweis

e Laut (0.51) gilt U -V =:C=| : o | € A mit

Ci1 --- Cip

m
Cji = § :“iuvuj
p=1

fiir alle (4,7) € I x n.
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dii ... dy
o Laut(0.49)(b) gilt (U-V)t =D = | : : | € A mit dy; = cjj fiir
dni ... dp
alle (i,7) e n x 1.
Juu o fu
e Weiterhin gilt laut (0.49)(b) U! =: F = € K™l mit
fml R fml
gir --- Gim
fuj = ujy, fiir alle (p,j) em xlund VP =G = | © | e Kmxm
9n1 --- YGnm
mit g, = vy, fir alle (i, 1) € n x m.
w11 I T
o V.Ut =W = : | € A™*! mit
Wnp1 ... Wy
D Ginfui = D Vuittiu = ) i = cji = di
p=1 p=1 p=1

fiir alle (i,7) € n x 1
e Damit hat man W = D und es folgt (U-V)! =D =W =V*.U".

0.56 (S)

Ist (R, +, -) ein verallgemeinerter Ring, n € IN und (R™*", +, -) der verallgemeinerte
Ring der n x n-Matrizen (siehe (0.51)) , so gilt:

(a) Ist (R,+,-) ein Ring, so ist auch (R"*", +,-) ein Ring.
(b) Ist (R,+,-) ein Ring mit Einselement 1g, so ist auch (R™"*™,+,-) ein Ring

1x 0
mit Einselement. Es ist 1gnxn = € R™™.
0 1r
(c) (A-B)t = Bt At fiir alle A, B € R™*", falls (R, +,) ein kommutativer Ring
ist.
Beweis
(a) Ist (R,+,-) ein Ring, dann folgt nach (0.53) mit ¥ =1 = m = n: Fir alle
Ue R, Ve R WeRY gt (U-V)-W=U-(V-W)
o1 ... Oin
(b) Ist (R,+,-) ein Ring mit Einselement 1z und E,:= | : : | eRrR™
6n1 (Snn

1g fallsi=
die durch §;; := r falls i = definierte Matrix, so gilt fiir alle U :
/ 0r fallsi#j

U1 --- Uln
€ Rnxn

Un1 .- Upn
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V11 .o Uin
(H)U-E,=] : D] € R™*™ mit

Unt --- Unpn
n
Vij = E ’LL,',,(S,,J‘ = u,-jéjj = 'U,,'le = W45
v=1

fir alle (i,j) enxn~ U-E,=U.

w11 ce. Winp
(2) E,-U=| : | € R mit

wij = > Sty = Siitii; = LRUij = i

v=1
fir alle (i,j) enxn ~ E,-U=U.

(c) Ist (R,+,-) ein kommutativer Ring, so folgt aus (0.55) mit [ = m = n: (U -
V)t =Vt. Ut fiir alle U,V € R™¥™.

0.57 (D)

Es sei (K,+,-) ein Korper mit K = {a,f,...}, (V,+) eine abelsche Gruppe mit
V ={a,b,...} und
((K7 +)7 (V7 +)7 (V7 +)7 ) = kV ((V7 +)> (K7 +)7 (V7 +)7 ) =: Vk

eine DVAG, d.h. fiir alle
(a,B,a,b) € K x K XV x V gelte

(&V)I)  (a+Bla=aa+pa| (Vk)I)  ala+pf)=aa+af
(&V)II) ala+b)=aa+ab | (Vk)II) (a+ba=aa+ba

Gelten dariiberhinaus noch die
folgenden Axiome:

(&kV)III) (aB)a = a(Ba) (Vk)UIII) a(aB) = (aa)B
(kV)IV) 1ga=a (Vk)IV) alg=a
so heifst
kV ein linker | Vi ein rechter

K-Vektorraum.

0.58 (S)

Jeder rechte oder linke K-Vektorraum ist eine nullteilerfreie DVAG.

Beweis Der Bewelis ist kurz:
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Seien (a,a) € K x V mit
aa = 0y ac = Oy
beliebig vorgegeben. Angenommen « # 0, dann ist

a=1ga= (a"ta)a a=alg =a(aa™?)

=a Y aa) = a0y = Oy (ac)a™t = O0ya~! =0y

0.59 (D)

(a) Ein linker oder rechter Vektorraum iiber dem Korper (R,+,-) der reellen
Zahlen heifit ein .

(b) Ist gV und o : VxV =R eine Abbildung von V' x V nach R, die fiir
(a,b) = aod
alle o € R und (a,b,c) € V? die Bedingungen

[El] aob=boa

[E2] (a+b)oc=aoc+boc
[E3] (aa) ob= afaob)

[E4] (aoa) =:a® >0, fallsa#0

erfiillt, so heifit das Paar (rV, o) ein Euklidischer Vektorraum — kurz ein EVR.
Aus [E1] und [E2] folgt

[B1] [B1

ao(b+c) (b+c)oa[}2]boa+coa :]a0b+aoc

Mit diesen Festlegungen ergibt sich der folgende Satz.

0.60 (S)

Ist (RV,0) ein EVR soist ((V,+), (V,+), (R, +), -) eine kommutative DVAG. Wegen
(0.47) gilt fiir alle a,b € V eines EVR

(a+b)*=a*+2a0b+ b

0.61 (B)

Sei ein n € IN beliebig vorgegeben. Setzt man fiir alle « € R und alle (a1, as, ... ay) =:
a(B,B2,---Bn) =:b€R"

e a+b:= (041 +,31,Oé2+,82;---;an+6n) ERH,
e aa:= (aag,aqs,...,aq,) € R™,
e gob:= (a1 Oﬁl,agoﬁg,...,anoﬂn) ER”,

so stellt (gR",0) einen EVR dar. (gRR",0) heiflt der kanonische n-dimensionale
EVR.
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Nachweis
[El] aob=37" aifi=> 1 Bici=boa
[E2] (a+b)oc=3"7, (ai+Bi) oy
=Y (aioyi+Bioy) =2 aivi + 2y Bivi
=aoc+boc
[E3] (aa)ob =37, (ac;)B;
= Z?:1 a(aifi) = a Z?:1(ai5i)
=a(aob)

[E4] Angenommen a # Or~, dann gibt es ig € {1,2,...,n} 1 a;, #0 ~ a;, > 0.
Es ist
aca= o) + a3 +...+ a?o +...a2 Zafo >0
~— =~ ~— ~~
>0 >0 >0 >0

alsoaoa > 0.

0.62 (A)
Es sei R® := {(a1,a2,...) =: a|a1,as,... € R} die Menge alle reellen Zahlenfol-

gen. Setze
o0
H:={aeR™| Za?<oo}
i=1
Beweise: Setzt man fiir alle a,b € H und alle « € R
(a) a-a:=(aar,aas,aas,...),
(b) a+b:= (a1 + B1,a2 + B2,...) und
(C) Zzoil aiﬂi;

so ist ((R,+), (H,+),(H,+),-) =:r H ein Vektorraum und (g H, o) ein EVR. (Be-
merkung: (g H, o) heiflt Hilbertraum).

Losung
Zeige zunichst, dak (R, +), (H,+), (H,+),-) =r H ein Vektorraum ist.

e Seien o, 8 € R und a,b,c € H beliebig vorgegeben.
Dann sind aa,a + b € R™.

e Problem: aa,a+be H ?
o Fiir z = (&1,62,...) € R gilt

n

G=n <G+ =1<...<) &=z,

v=1
Damit gibteseinx € H & Iz € R : z, < z fiir alle n € IN.
o Esist "
(@ay)? + (aan)? + ...+ (aa,)? = o Z a? <a’A

v=1

fiir alle n € IN. Damit ist aa € H (A ist eine obere Schranke).
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Fiir alle n € IN gilt:

(a1 4 1) + (a2 + B2)” + ... + (an + Bn)?
= Za?} + QZ(QVIBV) + Zﬂz
v=1 v=1 v=1

A+2) |ap|+B

<
v=1

Setze max{|ay|,|By|} = my, dann ist |a, B, = |au||By] < m?2 < o2 + B2
Damit ist fiir alle n € IN:

D (wpB) <D (3= 0> B <A+B

v=1 v=1 v=1 v=1

n
~ > (avBy)’ <3(A+ B)

1

N
Il

Damit ist a + b € H und somit auch (a+b)+_ ¢ , a +(b+c) € H.
cH €H €H €H

Problem: (a +b) +c=a+ (b+¢)?

Setzt man fiir alle z = {&1,&2,...} € R™ und fiir alle v € N : ¢, (z) =&, so
gilt x = ' genau dann, wenn @, (x) = ¢, (z') fir alle v € IN gilt.

Da (R, +) assoziativ ist, gilt fiir alle v € IN
pv((a+b)+c)=(aw +B,) +

= a+ By +m)=ps(a+(b+c))
~ (a+b)+c=a+(b+c)

Da (R, +) kommutativ ist, folgt weiter:

ppla+bd)=a,+8, =8, +a, =p,(b+a) Vv e N
~a+b=b+a

Fiir (0,0,...) =:0 € H gilt p,(a +0) = @, + 0 = @, = ¢, (a) Vv € N. Damit
ista+0=a.

Fiir (—a1,—as,...) e R gilt I a2 < AVn e IN.
Daraus folgt —a € H und ¢, (a + (—a)) = a, + (—a) = 0 = ¢, (0) fiir alle
vEN~ a+(—a)=0

Damit ist (H,+) abelsche Gruppe:
aa, Ba, (a+ B)a € H und aa + fa € H

Esist ¢, ((a+ B)a) = (a+ f)ay, = aay + fay, = ¢y (aa + Ba) Vv € IN. Damit
ist (a + B)a = aa + fa.

pv(ala + b)) =ala, + B,) = aay, + af, = p,(aa + ab) Vv € IN.
Es folgt a(a +b) = aa + ab.

vu((aB)a) = (aB)ay, = a(Bay) = pu(a(Ba)) Vv € IN.
Damit ergibt sich (af8)a = a(Ba).
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e v,(la) =1la, =a, = p,(a,) Vv € N. Es folgt la =a

Da die Giiltigkeit aller Kriterien gezeigt wurde, ist
((R,+), (H,+),(H,+),-) =g H ein Vektorraum.

Problem: Ist > a8, =aobeR?
o Setze (a1,a,...,ap) =1 ap, firn=1,2,...und }_, @, 8, =: a, ob, dann ist

nach Definition aus der Analysis aob = lim,,_,(anob,), falls lim,,_, ., (a,ob,)
existiert.

o Es ist

anobn:iauﬂugilauﬂulgA"'B

v=1 v=1

fir allen € IN, d.h. }°/'_, a, /3, ist absolut konvergent.

o Aus der Analysis ist bekannt, daf >""_ «, (8, damit auch konvergent ist, d.h.
es existiert a o b und es gilt a o b = lim,,_,(a, o by,).

E1]

e Fiir alle n € IN gilt a, o b, = b, 0 a, 7 aob = lim, ,(a, ob,) =
lim,,_, oo (b, 0 ay) = boa.

o [E2] (aa) 0o b =limy, o0 ((@an) 0 by) = alimy,_, o (an 0 by) = afa o b)
o [E3] Es ist
(a+b)oc = nh_{%o((a" +bn)ocy) = nh_%o((a" ocn) + (bn o cn))

= lim (ap0c¢y) + lim (b 0cy)
n—oo n—oe

= aoc+boc

e Fira#03meN : ap, #0,dann ist @, >0und apo0a, => ., a2 > a2,
fiir alle n > m. Daraus folgt
[E4] aoa =lim, o0 (an 0 as) > a2, > 0, falls a # 0.

Damit ist (g H, o) ein EVR.

0.63 (A)
Es seien —0o < a < b < oo reelle Zahlen und C := Cla, b] := {f € Abb([a,b],R) |
f ist stetig}.
Zeige: Setzt man fiir alle (a, f,g9) € R x C x C und alle z € [a, ]
(a) (a-f)(@):=a- f(z),
(b) (f +9)(@) := f(x) + g(z) und
(©) fog:= [, (f(x) g())de,

so ist ((R,+),(C,+),(C,+),-) :=r C ein Vektorraum und (gC, o) ein EVR.
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Losung
Seien a, 8 € R und f,g,h € C beliebig vorgegeben.

e f,g,hsind auf C stetig. Geméf Analysis sind dann af, 8f, (a+8)f, f+g und
g + h ebenfalls auf C stetig und fiir alle € [a, b] gilt

—
Nasd

(a+B)H@) = (a+p)f(z)=af()+Bf(x)
= (af)@) + (Bf)(=)
2 (af +Bf)(a)
Wir halten fest (a + 8)f = af + 8f

e Essind a(f +g) € C und af + ag € C, weiterhin

—~
Naid

—~
=

—

(@f+9)@) = alf+9)(2)

b
i

o

—~
=

2 a(f(@) + ()
2T af(@) + agla)
2 (af)@) + (ag)(@)
2 (af +ag)(x)

w
o+

—~
o

—~
=

Merke (af + ag) = a(f +9)

T (b)

((+9+2)@ ¢ (F+a@ +h@)

cC eC
Q' (f2) + 9(@)) + h(x)
P20 f(2) + (9(x) + h(x))
Y f@) + (g +n)@)

—~
=)
Nal
—~~

Dementsprechend ist (f +g) +h = f + (g
b Komm b
o (f+9)@) 2 1@) + @) "= g@) + £@) € (9 + H(@).
Somit ist f+g=9+ f.
Bis hierher haben wir gezeigt, daf C' eine abelsche Halbgruppe ist.
[a,b] = R

,dann ist w € C, f +w € C und fiir alle z € [a, b]
z = w(z): Og

e Setze w: {

gilt:
(f +@)(2) 2 f(@) +w(@) = f(@) + O = £(2)

Demzufolge ist f +w = f, und w ist zweiseitig neutrales Element.

o Wegen —1 € R gilt (—1)f € C und fiir alle z € [a, ] gilt

F+ (DA Y @) + (D)@ Y f@) + (1) f(@) = 0g
Damit ist f + (—1)f = w und (—1) ist Inverse.
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Somit haben wir bis hierher gezeigt, daf ((R,+), (C,+), (C,+),-) =R C ein reeller
Vekrorraum ist.

e f,gsind auf dem Intervall [a, b] stetig, damit ist (gem&R Analysis) auch f(z)-

g9(z) =: v(z) stetig auf [a,b] und f:(f(x)g(x))dx (:c) fog € R ist eindeutig
definiert.

e Damit ist

(f+g)on 2 / ((f + 9)@)h(x))de

b
- / [f(@)h(z) + g(x)h(x)]de

b

b
2 [wn@nds + [ (@n)is

(é) foh-l—goh

—a / (f@g(@)dz 2 a(f o g)

e Sei f #wf € C\ {w} beliebig vorgegeben. Dann existiert zo9 € (a,b) mit
f(xo) # 0. Sei f2(x¢) =: &0 > 0.

o f?ist stetig auf [a, b], daher existiert ein § > 0 mit f(z) > £ in
[.Z'O — 5, xo + (5]
0  Via,b]\ [zo —d,z0 + ]

570 V$€[$0—5,1’0+5]
kriterium derart anwenden, dafs folgt:

/b P@in> [ g

a

e Setze g(x) = . Dann kann man das Minoranten-

zo—0 zo+06 b
= / g(z)dz + / g(z)dx + / g(z)dz
a To—0 To+0
€0
= 00>0

e Alsoist fo f >0, falls f # w.
Demnach ist (gC, o) ein EVR.



Kapitel 1

Affine Euklidische Geometrie

Aufgabenstellung: Wie kann man mit einer mdglichst einleuchtenden Methode die
anschaulich vorliegenden geometrischen Begriffe — wie Punkt, Gerade, Strecke, Win-
kel etc. — algebraisch beschreiben?

1.1 Feststellung

Legt man im anschaulich vorliegenden Raum fiir Entfernungsmessungen eine Lin-
geneinheit fest, so kann man die Punkte einer Gerade mit der Menge R der reelen
Zahlen identifizieren (,,Zahlengerade®). Die Punkte einer voregegebenen Ebene bzw.
des ganzen Raumes kann man nach Festlegung eines (rechtwinkligen) Koordinaten-
systems mit R? (Lénge, Breite) bzw. mit R® (Linge, Breite, Hohe) identifizieren,
vgl. Abbldung 1.1

(0,0 a !

Abbildung 1.1: Punkte in der Ebene bzw. im Raum

Fiir den Abstand d(a,b) von zwei Punkten a,b gilt:

(a) Im R! : d(a,b) = |ag — Bi]| = /(a1 — B1)? (081 V/(a—1b)o(a—10)

(b) Im R? (Satz des Pythagoras):

(a,b) = a1 — Bi [ + oz — fal? = (a1 — B1)? + (a2 — )2 “E (a—b)o(a )
~ d(a,b) = +/(a—b)o(a—Db)

(¢) Im R3: Seien a = (au,as,a3),b = (81,82, 8s), h = (B1, B2, a3) € R® Punkte
im Raum (beachte die Koordinaten von h). Dann ist der Abstand zwischen a
und b:

d*(a,h) = (a1 — B1)* + (a2 — f2)? + (a3 — a3)®

d*(a,b) = d*(a, h) + (a3 — B3)* = (a1 = B1)* + (a2 — B2)* + (@3 — f3)? 0L

46
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(a—b)o(a—0b)
~ d(a,b) = /(a—b)o(a—>b)

Diese sowohl im R' als auch im R? und im R? giiltige Abstandsformel motiviert
die folgenden Definitionen.

1.2 (D)
Ist (gV,0) ein EVR, so heiffen die Elemente von V Punkte und fiir alle a,b € V
heifst
V(a—=0b)2 =:|la—>b|| =:|a—0b| =:d(a,b) >0
der euklidische Abstand der Punkte a,b.
1.3 (D)

VR :={peR|p>0}
a > |lal
eine Abbildung von V nach R*. Gilt fiir alle « € R und alle a,b € V

Es sei (gV,o0) ein reeler Vektorraum und ||...|| : {

(a) llall =0r & a=0v,
(b) [laal| = |af [lal| und
(©) lla+ bl < llall + [Ibl],

so heift das Paar (rV, o) ein normierter Vektorraum und ||a|| € R™ heifit die Norm
von a.

1.4 (S+D)
Ist (gV,0) ein EVR, so gilt fiir alle a,b € V die Cauchy-Schwartz’sche Ungleichung
laob| < Va?oVp?

V- RY
und (gV,||]]) mit ||| : { ist eine normierter Vektorraum.

aw ||a|| :=+vaoa
lla]| = v/a o a heift die Euklidische Norm von a (im EVR (rV,0)).

Beweis Es sei (RV,0) ein EVR und ||a|| = v/aoa fiir alle a € V.

o Ist a # Oy, dann ist a®> > 0 und ||a|| > OR.
Ist a = Oy, so ist nach (0.43)(a) und (0.60) a2 = OR und ||a|| = OR.
Damit ist [la|| € R" fiir alle @ € V und es gilt [|a|| = Ogr < a = Oy, d.h. es
gilt (1.3)(a).
e Seien o € R und a,b € V beliebig vorgegeben.
(aa) o (aa) = afa o (aa)] = af(aa) o a] = a[a(a o a)] = a?a?

laa]] = v/(aa)(aa) = Va2a? = Va2Va? = |a| |la]

Damit gilt (1.3)(b).
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e Ist b =0y, so gilt ao b = OR und (a o b)? = Og = a®0R = a?b.

. 5 aob,\’
Ist b # 0y, so gilt wegen [E4] b2 > 0 und Og < {a — b) .

b2
Setzeab—ozb::pelRunda—ab—ozbb:a—pb::CEV.Dannist:
aob \’
(a— 7 b) = (a—pb)oc
= aoc—(pb)oc
= aoc—pboc)

Il

ao(a— pb) = plbo (a— pb)]

a® —ao (pb) — plboa—bo (pb)]
@ — (pb) oa - plac b — (pb) ob]
a’ —p(boa) —plaocb— p(bob)]
= a’—2p(aob)+ p’v?

_ .2 aob (@aob)’ ,
= a —2b—2a0b+ )7 b
5 (aob)?
= @
Damit ergibt sich eine Folgerungskette:
s (aob)’
0 < TR
2
~ (a Zzb) < a?
~ (aob)? a’b?® falls b # Oy

<
~laob] < laob)? <Vah? = Va2Ve? = ||a| ||b]|

Es gilt demnach die Cauchy-Schartz’sche Ungleichung, mit der weitere Schliis-
se moglich sind:

(a+ b)?

a®+2ao0b+b* = ||a||* + 2(a o b) + ||b]|?

llall* + ala o b] + [[b]*

llall® + 2llall 1]l + [1B]* = (llall + [18])*
~lla=bdl = V(a—b)?2</(lall +[b])? = llall + [|o]]

Damit gilt auch (1.3)(c).

INAIA

Da alle drei Bedingungen erfiillt sind, ist (g V, || - ||) ein normierter Vektorraum.

1.5 (D)

MxM-=RY:={peR|p>0}
(a,b) — d(a,b)

von M x M nach R*t. Das Paar (M, d) heifit genau dann metrischer Raum, wenn
fiir alle a,b,c € M gilt:

(a) d(a,b)=0 < a=0b
(b) d(a,b) = d(b,a)
(c) d(a,b) +d(b,c) > a(a,c) Dreiecksungleichung

Es sei M eine Menge und d : { eine Abbildung
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1.6 (S)
Jeder normierte Vektorraum (gV, || - ||) stellt beziiglich der Abbildung

M x M- R*
(a,b) = d(a,b) := [la —b]]

einen metrischen Raum dar.
Beweis Ist (gV,||-||) ein normierter Vektorraum (siehe (1.3)) und die Abbildung
d wie oben definiert, so gilt fiir alle a,b,c € V:

(a) d(a,b)=0 & |la-b]|=0a—-b=0y & a=b

(b) d(a,b) = [la—bl| = |-1|lla = bl = [|(=1)a = b]| = [|b — al| = d(b, a)

(¢) d(a,c) = [la—cl| = l(a=b) + (b - o)l < lla =Dl + [|b - ¢[| = d(a, b) + d(b, )

1.7 (A+D)

M — M
Eine Bijektion ~ : ., eines metrischen Raumes (M, d) heilt abstandstreu
mm

oder Bewegung, wenn fiir alle a,b € M gilt:

d(a”,b") = d(a,b)
Zeige: Die Menge B(M,d) := {vy € Bij(M) | vy ist Bewegung} bildet — Nacheinander-
ausfiihrung von Abbildungen als Verkniipfung genommen — eine Untergruppe von

(Bij(M), -).
B(M,d) heiflt die Gruppe der Bewegungen des metrischen Raumes (M, D).

Losung
Seien a, 8 € B(M,d) und a,b € M beliebig vorgegeben.
e Da 8 und a Bewegungen sind, 14t sich folgern:
d((a)7,(6")7) = d(a®,b%) = d(a,b)
Damit ist a - 8 € B(M,d) Vo, B € B(M,d)
o Ist die Umkehrabbildung einer Bewegung ebenfalls eine Bewegung, d.h. gilt

d (aﬁ_l,bﬁ_l) = d(a,b) ?

e Jedenfalls ist d(aﬁ_l,bﬁ_l) =d ((aﬁ_l)ﬁ, (bﬁ_l)ﬂ) = d(a,b), da 8 eine Be-

wegung ist und S - 8 = idy gilt.
Alsoist 371 € B(M, d) und mit der oben gezeigten Behauptung folgt a-~! €
B(M,d).

o Esist B(M,d) # {}, da z.B. idys € B(M,d). Nach dem Untergruppenkriteri-
um ist B(M, d) eine Untergruppe von (Bij(M),).
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1.8 (S+D)
(a) Ist kV ein beliebiger Vektorraum, so bilden die Elemente von
T :={r|a € V} mit 7, : VoV — Hintereinanderausfiih-

Tz =x4+a
rung von Abbildungen als Verkniipfung genommen — eine Untergruppe von

(Bij(V),").
T heiflt die Translationsgruppe des Vektorraumes V. Gruppe!Translations-

(b) Ist xV ein EVR (g,0), so gilt T C B(V,d).

Beweis

(a) e Seia €V beliebig vorgegeben.
e Wegen 2™ =y & x+a=y < =y —a gilt 7, € Bij(V) und es folgt
{ra|a € V} =T C Bij(V).
e (Bij(V),-) ist Gruppe (laut (0.23)(c) die Gruppe aller Einheiten von
Abb(V)).

e Sei 7, € T beliebig vorgegeben, dann sind
7T — (.’L‘ + b) + (—b) == xidv
Tt = (x—b) + b=z =2

fiir alle z € V. Damit folgt Tb_l =1 p,eTfiraller, €T.

e Seien 7,,7, € T beliebig vorgegeben, dann sind 7,, 7 V=7, €T und
es gilt fiir allexz € V

g7 = gTaT-b = (z+a)+(-b)=2x+(a—0b) ="
Somit ist TaTb_l = T,_p fiir alle 74,7 € T
Nach dem Untergruppenkriterium ist 7 Untergruppe von (Bij(V), ).
(b) Ist (gV,0) ein EVR und 7, € T, so gilt fiir alle z,y € V
d(z™,y™) = [z —y™[ = l(z + a) = (y + )| = llz — yl| = d(=,y)

Damit ist 7, € B(V,d).

1.9 (S+D)

(a) Eine Abbildung o : V:V; eines EVR (rV,0) heifit skalarprodukttreu,
Tz

wenn fiir alle z,y € V gilt:

;[;‘Toy‘T:;[;oy

_)
(b) Fiir eine Bijektion o : {V'_) Z eines EVR (gV, o) sind dquivalent:
T
(1) o ist skalarprodukttreu.

(2) 0 € B(V,d) und 0, =0y
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Beweis
(a) Definition, nicht beweisbar

(b) Anwendung der Beweismiihle:

(1) ~ (2):
e Sei o eine skalarprodukttreue Bijektion, dann ist
07, 009 = Oy 00y = Og ~ 03 = Oy
e Seien x,y € V beliebig vorgegeben. (z7)% = 2° 0o 2° = z oz = 2,
analog gilt (y°)2 = y2.

(2%,y°) = (27 —y7) o (a” —y)
(27)* = 2(z7 0y”) + (3°)?
= 2o 4y

= (z-y)* =d(z,y)

o Folglich ist d(z7,y?) = d(z,y) Vz,y € V.
e Damit ist o € B(V,d) mit 0], = Oy, d.h. es gilt (2).
(2) ~ (1):
e Sei umgekehrt o € B(V,d) mit 09 = Oy beliebig vorgegeben. Seien
z,y € V beliebig vorgegeben.
o (29) = (27 — Oy)? = d(27,0v) = d?(2°,0%) = d*(z,0v) = (z —
Oy)? = 2%, d.h. (z°)? = 22 und analog (y7)? = y°.

d*(z7,y%) = d*(z,y)
(27 —y°)? = (z —y)
(x7)? —2(z" 0oy”) + (¥°)* =2 —2(z 0 y) + ¢

¢t ¢

3
8

)

o
<
I
8
o
NS

d.h. o ist skalarprodukttreue Bijektion.

1.10 (S)

V-V
Fiir eine Bijektion « : { eines EVR (rV, o) sind dquivalent:
T =z

(a) a € B(V,d)
(b) @ = o7, , o ist eine skalarprodukttreue Bijektion und a € V, 7, wie in Satz

(1.8) definiert.

Beweis

(@) ~ (b): Sei o € B(V,d) beliebig vorgegeben. Dann ist 0§ =: a € V und
ar_q=:10 € B(V,d) mit 05 =0}/ " =a"*=a—a=0
Damit ist o skalarprodukttreue Bijektion von V und o = ar_,7, = 075, d.h.
es gilt (b).

(b) ~ (a): Sei eine skalarprodukttreue Bijektion ¢ € V beliebig vorgegeben.
0,74 € B(V,d) ~ o074 := a € B(V,d), d.h. es gilt (a).
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1.11 (S)

Eine skalarprodukttreue Abbildung o eines EVR (RrV, o) ist stets eine lineare Ab-
bildung, d.h. fiir alle (a,a,b) € R x V x V gilt:

(a) (aa)’ = aa”

(b) (a+b) =a” +b"

Beweis
(a) Forme um:

((aa)” — aa”) o ((aa)” — aa”)
= (aa)” o (aa)’ - (aa)” o (aa”) — (aa’) o (aa)” + (aa”) o (aa”)
= (aa)” o (aa)” — 2[(aa)” — (aa”)] + afa” o (aa”)]

2a2

= o‘a’® —2afao (aa)] + alao (aa)]

= a?a® —2a%d® + o*a® =0
Folglich gilt (aa)? — aa’ = Oy bzw. (aa)’ = aa®.

(b) Auch hier ist geschicktes Rechnen méglich:

((a+b)° — (a” +b%)) o ((a+b)” — (a” + 1))

= (a+b)70(a+b)° —(a+b)0a’—(a+b)°0b” —a’o(a+b)’
—b%0(a+b)? +a’ca’+a’ob” +b%0a’ +b% 0 b®

= (a+b)o(a+b)—(a+b)oa—(a+b)ob—ao(a+b)
—bo(a+b)+aca+aob+boa+bobd

= ((a+b)~(a+b)> =03 =0g

Folglich gilt (a + b)° — (a” +b%) = 0y bzw. (a + b)? = a” +b°.

1.12 (S)

V=V
Ist o : , eine lineare Abbildung eine Vektorraumes V' in sich, so gilt fiir
rT

alle (n, (a1,...,ap),(a1,--.,a,)) € Nx K™ x V™
n g n
(+) <Z a,-a,-) = Zaia;’
i=1 i=1

Beweis Sei o eine lineare Abbildung. Setze
{n € IN|Fiir alle (a1,...,a,) € K", (a1,...,a,) € V* gilt (+)} =: S

Fiir alle (a,a) € K x V gilt (aa)? L@ 4o~ 1€ 8.

Seien n € S, (a1,...,0n,@ny1) € K™ (ay,...,an,an11) € V™! beliebig vorge-
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geben. Dann gilt fiir > | @ja; =: b, any1any1 =1 c € V:

n+1 g
i=1

b+ TEO poer

= (Zaiai> + (ant1an+41)°
i=1

n
— o o
- § :aiai + Qn+10p41
i=1
n+1

= E a;al
i=1

Damit ist n+1 € S fiir alle n € S und nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion
folgt S = IN.

1.13 (D)

1 fallsi=j
aee J definierte Zeichen §;;

a) Das fiir alle (4,5) € IN x IN durch §;; =:
(@) o (i,9) o ’ {0 falls i # j

heifst Kroneckersymbol.

(b) Die fiir i = 1,2,...n definierten n-Tupel e;; := (8;1, 02, - -,0in) € K™ heifien
FEinheitsvektoren des Vektorraums g K™.

1.14 (S)

Fiir die kanonischen n-dimensionalen Euklidischen Vektorrdume (gIRR",0) (siehe
(0.61)) gilt:

R" - R"
Ist o : eine Bijektion, so sind dquivalent:

Tz’

a) o ist eine Bewegung mit 07 = 0.
gung
(b) Fiir alle z € R™ gilt 2”7 =z - A, wobei A eine orthogonale n x n-Matrix ist,

1 0
dh. A € R™*" geniigt A- At =

Beweis Sei (gR",0) ein vorgegebener kanonischer n-dimensionaler EVR und o :
{]R” —~ R"

i eine vorgegebene Bijektion.
Tz

(a) ~ (b):
e Sei o eine Bewegung des metrischen Raumes (R", d) mit 0° = 0. Fiir alle
z,y € R™ gilt dann nach Satz (1.9): z° oy” =z oy.
e Fiir ef = (i1, Qip, -+ -, Qin) 1= a; € R" gilt: a; 0a; = ef oef = (d;16j1 +
1 fallsi=j

8i2bj2 + - - + Sindjn) = 8ij0;; = 6i; = {0 falls § # j
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e Damit gilt fiir

KAPITEL 1. AFFINE EUKLIDISCHE GEOMETRIE

ai

an

(i-te Zeile von A) o

a11 QA1n
— A c Rnxn,

Qni Qnn

(j-te Spalte von A) = 4;;

respektive in Matrizenmultiplikationsschreibweise (MMSw):

(i-te Zeile von A) - (j-te Spalte von A?) =

dh. A- At =

511

(Snl

0ij
61n 1 0

Onn 0 1

e Damit ist o nach (1.11) lineare Abbildung.

e Schlieflich gilt fiir alle

und es folgt:

(flaé-Qa"'
&(1,0,.. .,

39

0) + £(0,1,...,0) +

..+ &.(0,0,

n
Z &ey
v=1

e Damit gilt (b).

(b) ~ (a):

e Ist umgekehrt o, : {

(Z m) =Y &er=> &a,

= v=1 v=1

& (Z aupep>

v=1 =1
(Ee)-

=1 \v=

(Zg aul;Z£ Qydyeney

v=1 v=1

n

E £yaun
v=1
Qin

(- r6n)

Qnl Onn

z-A

R"” - R"

. eine Bijektion und 4 € R™*" eine
T T
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orthogonale Matrix, so gilt fiir alle z,y € R™:

2’2oz’ = (z-A)o(z-A)
(z-A)-(y-A") Ubergang zur MMSw
(- A)-(A"-y")

z-(A- Aty
1 0
= x - i yt
0 1
= z-yt
zoy

e Damit ist o, Bewegung mit 07+ = 0.
o Es gilt (a).

1.15 (S)

n n

- R

Fiir eine Bijektion 3 : eines kanonischen n-dimensionalen EVR (g R", o)

T P
sind dquivalent:
(a) B ist eine Bewegung.

(b) Fiir alle € R™ gilt 2° = - A + a mit einer orthogonalen Matrix A € R™*"
und einem a € R".

Beweis

(a) ~ (b): Ist 8 eine vorgegebene Bewegung, so gilt 0° =: @ € R" und nach (1.7)
und (1.8) ist 87—, =: o eine Bewegung mit 0° = 0. Nach (1.14) ist weiterhin
2% = a - A mit einer orthogonalen Matrix A.
Setzt man ein, erhélt man 2? = 27« = g77« = g . A 4 q fiir alle z € R".

R” - R"”
(b) Ist v : { eine Bijektion mit @ € R"™ und einer orthogonalen
r—xz-Ata
R"” - R"
Matrix A € R™™", so ist 0, := Y7 4 : o ebenfalls eine Bijektion.
T T

0, ist nach (1.14) eine Bewegung, damit ist nach (1.7) und (1.8) v = 047,
ebenfalls eine Bewegung.

1.16 (A)
Es sei (rV,0) ein EVR und (V,d) der zugehorige metrische Raum. Beweise oder
widerlege: Ist v € Abb(V) eine Abbildung, die fiir alle a,b € V' der Bedingung

(+)  d(a”,b7) = d(a,b)

geniigt, ist stets auch injektiv bzw. surjektiv.
Klire eventuell die obigen Behauptungen nur fiir die kanonischen n-dimensionalen
EVRe (gR",0)!.

10
!Hilfe: Es ist det(AA?) = det ( ) =1 =det(A)det(A)?, d.h. es gilt det A #0

0o 1
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Losung
(a) Injektivitdt: Sei (M,d) ein metrischer Raum und v € Abb(M) geniige (+).
Seien a,b € M mit a # b beliebig vorgegeben.

d(a”,0") L d(a,b) > 0 ~ a7 # b
Danach ist vy injektiv.

(b) Surjektivitidt: Die Surjektivitdt gilt nicht immer; Gegenbeispiel:
Betrachte im Hilbertraum die Abbildung

H—H
o:
(a1,a0,a3,...) = (0,a1,as,a3,...)

o ist nicht surjektiv, geniigt aber der Bedingung (+) fiir alle
a:=(ai,a2,as3,...),b=: (b1, B2,0s,--.), denn

oo

(a”,0%) =Y (e — B,)° = d(a,b)

v=1

Bemerkung In den kanonischen n-dimensionalen EVR (g R", o) ist die Surketivi-
tét immer gegeben, denn fiir alle Abbildungen, die in solchen EVR durch Matrizen
1 0

A dargestellt werden, gilt det(AA?) = det = 1 = det(A)det(A4?),

0 1
d.h. det A # 0. Es existiert somit zu jeder solchen Abbildung A die (eindeutige)
Umkehrabbildung A~1, was die Surjektivitit zeigt.

1.17 (D)
Ist (V,d) ein metrischer Raum, m € V und 0 < p € R, so heift
S(m,p) == {z € V| d(m,2) = p}

die (V, d)-Sphdre mit dem Mittelpunkt m und dem Radius p.

1.18 (B)

(a) Fiir den EVR (gR?,0) ist (S(u1,2),0) = {(61,&2) € B[ (& — u)* + (&2 —
pa)? = p?} die Kreislinie mit dem Mittelpunkt m = (u;, pu2) und dem Radius

p-

(b) Fiir den EVR (]R]R3a O) ist (S(ulaﬂ/%,u@)ap) = {(§1a£2553) € IR3 | (51 - :ul)2 +
(&2 — p2)? + (& — pn3)? = p?} die Oberfléiche der Kugel mit dem Mittelpunkt
m = (1, p2, p3) und dem Radius p.

Problem

Wie kann man im R? bzw. im R? fiir zwei beliebig vorgegebene Punkte a # b die
anschaulich gegebene Verbindungsgerade ab beschreiben (definieren)?

e Fiir jeden Punkt z € R” baw. z € R gilt 2 € S(a,|a — z|) N S(b,|b — z|) =:
D(x).
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S(b,|b- x])

Sala X))

Abbildung 1.2: Zur Definition der Verbindungsgeraden

e Gilt z ¢ ab, so existiert noch mindestens ein Punkt 2’ # z mit z' € D(z).
e Im Fall z € ab gilt D(z) = {z}.

Dies motiviert die folgende Definition.

1.19 (D)
Sind a,b € V zwei verschiedene Punkte eines EVR, (rV, o), so heifst
ab=:{z €V |S(a,la—=z|) NS, |b-2|) = {z}}

die Verbindungsgerade der Punkte a,b.

1.20 (S)
Ist (RV,0) ein EVR, so gilt? fiir alle a,b € V mit a # b:

ab={a+plb—a)|pER}=a+R(b—a)=:G%*

Beweis

e Seien a,b € V mit a # b und ein = € ab beliebig vorgegeben. Setze
|z — a] |z — b| |z —a|l = alb—aq|
=: — = fol
b—al a € R und b= a| B € R, dann folgt o — b = Blb—df und
(x —a)? =a?(b—a)?
(z=0)?=p*b-a) [

e Multipliziere aus und forme um:

2 —2a0z+a® = (b — a)?
[-] 2® —2boz +b* = B%*(b—a)’
~ 2boxr—2ao0zx+a’—b*=(a®—p*)(b—a)?

2Prof. Leifiner verwendet den Platzhalter R in solchen Zusammenhingen gerne im Sinne von
»Steht fiir eine beliebige reelle Zahl“. Insbesondere kommen hiufig Argumentationen wie a-R =R
oder a + R = R vor, was nichts anderes bedeuten soll als ,,Eine beliebige reelle Zahl, multipliziert
mit bzw. addiert zu einer festen Zahl a, ist immernoch eine beliebige (andere) reelle Zahl“.



58

KAPITEL 1. AFFINE EUKLIDISCHE GEOMETRIE

(b-a)o (20— (b+0) — (a2 — B) (b — )] = 0
(b—a)O[Zw(ﬁz—a2—14)b—(\ﬁ2—a2—|—14)a]=0
:‘:50' :2:4*2
(b—a)o[2z +20b— (20 +2)a] =0
2b—a)o[x+ob—(c+1)a] =0
(b—a)o[(x—a)+o(b—a)]=0
(b—a)o s (a—o(b—a)] =0
—_—————

=:p

(x —a)? = a?(b—a)?

(=07 = (0 - )
a+pb—a)und p=—0=

Restiimee: Aus {

Damit ist (p —a)o(xz —p) =p(b—a)o(z —p) =0
und (p—b)o(z —p) =(p—1)(b—a)o (z—p) =0.

Es ist z = p+ (z — p), eingesetzt:
(z—-a)? = (p+(@-a)-a)?=(p-a)+(z-p)°
)’ +2(p—a) o (z —p) +(z — p)?
~———
2+

=0
2

(p—
= (p—a)’+(z—p)
Analog ergibt sich (z —b)? = (p — b)? + (z — p)%.
Setze p — (z — p) =: 2’ ein:
(' =0 = (p-b)~(z-1)°
= (p=b*=2(-b)o(z—p)+(z—p)’
=0
= (p-b*+(@-p’
= (z-0)?

Analog ergibt sich (z' — a)? = (z — a)? und es ist

z' € S(a,la—z|) NS, |b—z|) ={z}

Damit ist x = 2’ bzw. p+ (x —p) =p— (£ =b) ~ 2(x—p) =0y ~ (z—p) =
Oy ~z=p=a+pb—a).

Bis hierher haben wir damit eine Inklusion gezeigt:

abC{a+plb—a)|peR}=G"

Zeige nun die umgekehrte Inklusion. Sei a + p(b — a) =: p € G2~ beliebig
vorgegeben.
Dannist p—a = p(b—a) bzw. p—b=(p — 1)(b — a).

Es gilt p € S(a, |p - b|) N S(b, [p — b]) = D(p).
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e Sei z € V N D(p) beliebig vorgegeben.
: (z—a)®=(p—a)®=p*(b-a)’
paan i {, 5L G O T e
woraus folgt (b —a) o (z —p') =0 mit p' =a+ p'(b—a).

e Ein Vergleich mit dem Vorgehen bei der ersten Inklusion zeigt Parallelen zwi-
schen a bzw. 8 und p, man erhilt:

1+p°—(p—1)? _2p
U = — =
p= 5 =5 =0

und es folgt p' = p, sowie (b—a)o (z —p) =0.

e Der Trick aus der ersten Inklusion war sehr hilfreich, machen wir ihn also zur

Methode:
(z—a)® = (p+@—-p)—-a)’=(p—a)+(z—p)°
= (p—a)’+2(p-a)o(z—p)+(z—p)°
= (p—-a)’+2p(b—a)o(z—p)+ (z—p)
= (p—a)’+(z—p)°
= (¢—a)’+(z-p)’

Damit muf (z — p)* = O sein, bzw. z — p = Oy und weiter = p, woraus
sich wiederum D(p) = {p} und p € ab ergibt, womit wir die andere Inklusion

Gt~ cab
gezeigt haben.

Damit ist die Behauptung ab = G2~¢ gezeigt.

1.21 (S)
Ist (gV,0) ein EVR, so gilt:
{abla,be V und a # b} = {G¥ =:p+ Ru|p,u € V und u # Oy} =: §(gV)

Es heifst G(rV) die Grundmenge der affinen Geometrie iber dem EVR (RrV,o).

Beweis

e Setze {ab|a,b €V und a # b} =:T. Sei ab € T beliebig vorgegeben. Dann ist
b—a # Oy und es gilt

ap 29 Gy c {G, |p,u €V und u # 0y} =: A
~ TCA

e Sei umgekehrt G € A beliebig vorgegeben. Es ist p+u = ¢ # p, woraus folgt
=g " pger

~ AcCT
Folglich gilt A =T = G(gV).
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1.22 S+D

Ist (RV,0) ein EVR, so gilt fiir alle a,b € V mit a # b:

Wb = {zeab|d(z,a) < d(a,b) und d(z,b) < d(a,b)}
= {atpl-a)0<p<1)

'_'
und ab heifit die Verbindungsstrecke der Punkte a,b.

Beweis Seien a,b € V mit a # b und ein z € ab beliebig vorgegeben. Nach Satz
(1.20) ist dann z = a + p(b — a) mit einem p € R. Es ist

d(x,a) < da7b Ad \/(.’E - a)Z < \/(a - b)2

& ((a+pb-a)-a)’<(a—b)?

& pb-a)?’<(a-D)?

s pP<1

& ol <1
Analog folgt d(z,b) < d(a,b) & |1 —p| <1. o
Aus der Kombination beider Feststellungen folgt: Fiir z = a + p(b — a) € ab gilt
d(z,a) < d(a,b) und d(z,b) < d(a,b) genau dann, wenn |p| < 1und |1 —p| < 1,
d.h. wenn 0 < p <1.

1.23 (S+D)

Es seien a,b, m Punkte in einem EVR mit a # b. Dann sind dquivalent:
(a) d(a,m) = d(m,b) = 1d(a,b)
(b) m=3(a+b)

— —
und es heift m =: m(a,b) = La + 1b € ab der Mittelpunkt der Strecke ab.

Beweis
(a) ~ (b):
e Setze |a —m|=|m —b| = 1|a—b| =: 4.
e Dann ist
(a=b)* = ((a = m) + (m = b))* = (a=m)*+2(a—m) o (m—=b)+ (m—b)’,

woraus 462 = §2+2(a—m)o(m—b)+42 und weiter 262 = 2(a—m)o(m—b)
folgt.
o Weiterhin ist

((a —m) — (m —b))*> = (a—m)? —2(a —m) o (m — b) + (m — b)?
=02 -282+82=0g
e Nach [E4] ist folglich
((a=m) = (m —b)) =0y
~  (a+b)=2m
1
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(b) ~ (a):

e Sei umgekehrt a,b € V mit a # b beliebig vorgeben.
e Setze %a—i— %b =:m.

e Dann ist

~ (a—m)2=%(a—b)2=(m—b)2

~ a—mp = /a7 = by
mit anderen Worten d(a, m) = %d(a, b) = d(m,b).
1.24 (A)

Es seien a; = a4,a9 = as,a3 = ag drei verschiedene Punkte eines EVR, die fiir
i =1,2,3 der Bedingung a; & G;11a;12 geniigen, siche Abbldung 1.3

Abbildung 1.3: Dreieck

Zeige: Bezeichnet m; = %(aiﬂ + a;y2) fiir ¢ = 1,2,3 den Mittelpunkt der Strecke
| — .
a;4+10ai42, SO gllt:

(a) a; #m;

(b) (a1 + a2 +a3) =: s € aymy Nazmz N azms
(c) d(ai,s) :d(s,m;)=2:1
Es heifit s der Schwerpunkt des Dreiecks A(aq,as,as).

Losung

(a) Es ist

1
m; = §(ai+1 + ait2) = ajp1 + §(ai+2 —aiy1) € aip1 + R(@it2 — aiy1)

i (1.20)
mit a;41 + IR,(G,'+2 - az’—i—l) =" AQi310542-

Da nach Voraussetzung a; € @G;110:12, folgt a; # m; fir ¢ = 1,2, 3.

61
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(b) Esist

2 2 a; + a;
ai+g(mi—a) = ai+g (%—m)

1 + 1(a + aiy2)
= —a; —(a; i
3 i 3 i+1 i+2

1
= §(a1+a2+a3)
= s€{a;+pim;—a;)|0<p<1}

= aym;firi=1,2,3

Folglich ist s € I(11m1I N I(12m2I N I(13m3=.

. 1 Aig1 + Qi 1 1 1
(c) Esist s —m; = g(ai + aiy1 + Giy2) — % = 30— glit1 ~ glit2.
1 1
Weiterhin ist a;—s = ai—g(ai+ai+1+ai+2) = gai—gai_l,_l—gaz’_l’_Q = 2(s—my).

Daraus folgt:
d(ai,s) = V/(ai — 8)? = /(2(s — my))? = 2||s — m| = 2d(s, m;)

1.25 (D+A)

Sind a,b € V zwei verschiedene Punkte eines EVR, so heift

— _
ab:=abU {z € ab|b € az}
die b enthaltende Halbgerade mit Anfangspunkt a, siche auch Abbildung 1.4.

a b X

Abbildung 1.4: Zur Definition der Halbgeraden
'_
Zeige: ab = {a+ p(b—a)|p > 0}

Losung

Es gilt x € ab\ {a} genau dann, wenn = = a + (b — a) mit o # 0. Bilde die
Umkehrfunktion 0~ (z — a) = b — a und forme um zu b = a + o~ (z — a).

Alsoist z € abund b € ‘az, was nach (1.22) gleichbedeutend ist mit b = a+0~! (z—a)
mit 0 <o~ ! < 1.
Mit anderen Worten ist demnach x = a+o(b—a) mit 0 < ¢ > 1 und es folgt daraus

— —
abzabU{anb|b€%‘}<1§2){a+p(b—a)|p20}

1.26 (D)

Eine Teilmenge a C V eines reellen Vektorraums RV heifst konvez, wenn fiir alle
p,q € A mit p # q gilt:

'_'
ab={p+pla—p)|0<p<1}={ap+Bqla,f e R  unda+B=1}CA
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1.27 (A)
Zeige: Ist m ein Punkt in einem EVR (gV,0) und 0 < é € R, so ist
Us(m) :={x € V ||z —m| <}

stets konvex.
Us(m) heift die §-Umgebung des Punktes m im EVR (RV,o). Deltaumgebung §-
Umgebung

Losung

e Seien a,b € Us(m) mit a # b beliebig vorgegeben. Dann ist |z — m| < § und
|b—m| < 6.

'_'
e Sei z € ab beliebig vorgegeben. Nach (1.22) gilt dann z = «aa + b mit
a,3€RY und a4+ =1.

e Somit ist z — m = a(a —m) + B(b — m) und weiter
? [a(a —m) + B(b—m)P
= a*(a-m)?+2aB(a—m)o (b—m) + B*(b—m)?
< (&® + %)% +2af|a—m||b—m)|
—_———
<5 <5
< (@ +2aB + B2 = (a+ B)?*6% =42

(z —m)

e Damit folgt die Behauptung

'_'
|z —m| < d ~ ab C Us(m)

1.28 (S)

Ist gV ein reeller Vektorraum und Konvex™ := {C' C V| C ist konvex}, so gilt:
Fiir jede Teilmenge X C Konvex™* gilt:

ﬂ C={zeV]|zel firalle C € X} =: D € Konvex"
cex

,Der Durchschnitt beliebig viele konvexer Mengen ist konvex*

Beweis
e Sei X C Konvex* beliebig vorgegeben.

e Setze (oeq C =: D. Seien p,q € D mit p # q beliebig vorgegeben.

Dann ist p,q € C fiir alle C € X und da C € Konvex® ist, ist auch pg ¢ C
fiir alle C' € XK.

Damit ist 'pg C D.

Fiir alle p,q € D mit p # q gilt demnach E C D; nach (1.26) ist D konvex.
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1.29 (D)

Es sei M eine Menge und Hiille* C Pot(M) eine Teilmenge der Potenzmenge von
M.

Das Paar (M, Hiille*) heift ein Hiillensystem und die Elemente von Hiille® heifien
Hiillen, wenn gilt:

(i) M € Hiille*

(i) Nyeg H =: D € Hiille* fiir alle H C Hiille*
(,Der Durchscnitt von beliebig vielen Hiillen ist stets wieder eine Hiille.)

1.30 (S+D) Hauptsatz iliber Hiillensysteme

Ist (M, Hiille*) ein Hiillensystem und S C M, so ist

(| H =:Hiille(S) mit $* := {H € Hiille* | H > S}
HeS*

eine kleinste Hiille, die S umfaft, d.h. es gilt:
(a) Hille(S) € Hiille*
(b) Hille(S) D> S
(c) Aus H € Hiille* und H D S folgt stets H D Hiille(S).

Hiille(S) heift die von S (im Hiillensystem (M, Hiille*)) erzeugte oder die von S
aufgespannte Hiille.

Beweis Seien ein Hiillensystem (M, Hiille*) und S C M beliebig, dann aber fest
vorgegeben.

e Setze {H € Hiille" |H C S} =: S*.

e Setze (\ycg- H ={z € M|z € H fiir alle H € S*} =: D =: Hiille(S).

Nach (1.29 (i)) folgt die Aussage (a): Hiille(S) € Hiille*.

Sei ein s € S beliebig vorgegeben, dann ist s € H fiir alle H € S* und es folgt
s € D. Damit ergibt sich Aussage (b): Hiille(S) D S.

Sei H' € Hiillex mit H' O S beliebig vorgegeben. Dann ist H' € S* und
es folgt H' D (\gcg- H = Hiille(S). Damit hat man die Aussage (c): Aus
H € Hiille® und H D S folgt stets H D Hiille(S).

1.31 (B)

(a) Ist O* das System aller offenen Teilmengen von R, so gibt es z.B. ein kleinste
offene Menge O, die O D [0, 1] geniigt.

(b) Ist A* das System aller abgeschlossenen Teilmengen von R, so sit das Paar
(R, A*) ein Hiillensystem (lt. Analysis-Vorlesung). Nach dem Hauptsatz tiber
Hiillensystem existiert damit zu jedem S C R eine kleinste abgeschlossene
Teilmenge A, die A(S) D S geniigt. Es ist z.B. A((0,1)) = [0, 1].
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1.32 (S)

Ist (V,Konvex") das Hiillensystem aller konvexen Teilmengen eines reellen Vektor-
raums gV und S C V, so gilt fiir die konvexe Hiille von S:

65

(i) Konvex(S) =: E‘ ={Yl s, |n€Nund (a,S,) € R xS und

Z::l Qy = 1}

(i) Ist S =: {b1,bs ..., by} eine endliche Teilmenge von V, so laft sich (i) ver-
einfachen zu:

| m m
{bla-- -abm} = {Z#=1 ﬂubulﬁu € R* und 2“21 /Bu = 1}

Beweis

()

Sei S C V beliebig vorgegeben.

Setze fir n =1,2,3,... {E:Zl S, | (a,S,) € RT x S und

Yo oy =1} =:5, und {ne N|S, C?} =T.

S ={>¥_,a,8,](a1,51) e R* x Sund 3", a, =1}
={15,|S51€S8}=2S.

Da?DS, ist 1 eT.

Seien n € T und z = Efii a, S, € Spy1 beliebig vorgegeben.

Dann {

€T H

entweder g € {1,2,...,n—1}:a,, =0~ 2 €S, e s

oder fiir u:af,;(?..,n—i-l ~0< Z::l ay = 1- ap—1 < 1
Q
Damit gilt 0 < ———— =: 3, fiir v =1,2,...,n und
1- Ap—1

Y1 By = ﬁ Yoo =1

neT H

Folglich ist >, 3,S, =y €S, C S
Weiterhin ist z = 3. @Sy = (1 — ang1) (X0 BvSy) + Qng1Snt1 €

F——Sn41€

YSn+1

|_|
S H- ()
C SM n+1CS.

Folglich ist n + 1 € T fiir alle n € T, d.h. T'= IN und weiter

?D U S, = {Za,,s,,mEINund (a,,S,) € RT x S und

n=1 v=1

ia,, = 1} =C
v=1

Esgilt C >S5 =S.

Sind z := 3, @y, y = ZZ:1 Busy € C und z := azx + By € Ty
beliebig vorgegen, so gilt

ax + By =« (Z ay$y> +p <Z /Busu>
v=1 p=1

- Z(aa,,)s,, + Z(ﬂﬂu)su €Snym CC
v=1

p=1

da aoy, BB, € R* und

n

Zaau‘f'z/@ﬂu:a(zau) +ﬂ<2ﬂu> =a+p=1
v=1 pn=1 pn=1

v=1
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Damit ist C' € Konvex®.

'_'
e Damit ist die umgekehrte Inklusion C' O S gezeigt und es folgt die Aus-

'_'
sage i): C =S

(ii)) o Im Fall S =: {b1,bs,...,br} setze z =: ), _, a,8, mit n € N; (o, 8,) €

Rt xS;3> 0 a,=1und p€{l,2,...,m}.

o [, := {1/ €{1,2,...,n}|s, = ,8,,} mit 3, := {E:"efu Qv

e Dannist z = 3", B,b, mit B, € Rt und 320 o = 1.
1.33 (B)
Im R? gilt
10,0),(1,0), (0, 1)}
= {a(0,0) + 5(1,0) + v(0,1) |a, B,y > 0und a + B+ v = 1}
={(8,7)|8,7y>0und g+~ <1}
Weiterhin
10,0),(1,0), 0,1, (1, 1)}
={a(0,0) + A(1,0) + v(0,1) +4(1,1)

=B+67+8)|B,7,0>0und B+vy+d <1}
A A
(0,1 (0,1) (1,2)

falls I, # {}
falls I, = {}

(0,0) (1,0 > (0,0) (1,0)
Abbildung 1.5: Konvexe Hiillen im R?

Im R? gilt

1.34 (D)

Eine Teilmenge U C V eines VR gV heifit Untervektorraum von gV, kurz UVR,

wenn gilt:
(i) (U,+) ist Untergruppe von (V,+).
(i) K-U:={aa|(a,a) e KxU}CU



1.35. (A) 67

Abbildung 1.6: Konvexe Hiille im R?

1.35 (A)
Zeige: Ist gV ein Vektorraum, so gilt

(i) (V,UVR") mit UVR* := {U C V|U ist Untervektorraum von gV} ist ein
Hiillensystem.

(ii) Fiir alle S C V gilt UVR(S) = {>_, @5, | N € N und (a,,s,) € K xS} =:
Lin(S)

(iii) ({bl’b% B 7an}) = {Z;T:l IBNbN |IBM € K}

Losung
(i) e Esgilt V € UVR".

e Sei x € UVR" beliebig vorgegeben. Dann ist (siehe 1.36)
Nue,y U =:D € Ugr™(V, +).
e FiralleUe xgit DCU,alsoauch K-DCK-U <C U.
UeUVR*
(1.34)
e Daraus folgt wiederum K - D C [\, U = D und weiter D € UVR™.

e Damit ist (V,UVR*) ein Hiillensystem.

(i) e Setze fir n=1,2,3,... {>0_, aws, | (w,s,) €k x S} =:5,.
e Setze {n € N| S, € UVR(S)} =:T.
o S1 ={aus1|(au,81) € kx S} C UVR(S) und
52{181:81 < 81€S}C51
~ § C 81 C UVR(S). Damit ist 1 € T

e Seienn € T und z := Z::ll a, s, € Sp4+1 beliebig vorgegeben.

e Dann ist ) _, a,s, =: a €, UVR(S) und a,418,41 =: b € 81 C
ne

UVR(S).
Da UVR(S) Untergruppe von (V,+) ist, gilt z = a + b € UVR(S).

e Damit ist S, 11 C UVR(S), falls n € T'. Weiterhinist n+1 € T, falls n €
T. Hieraus folgt nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion 7" = IN.

e Erste Inklusion: UVR(S) D U2, Sy = {X)_, ays,n € N und
(avsy) € k x S} =: Lin(S)

e Umgekehrt gilt (siehe 1.36 und 1.34): Lin(S) D S; D S.
o Seien -7 | a8, =1a; ), Buty € Lin(S) beliebig vorgegeben.
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e Dann ist a —b = 377 aws, + 30 (=Bu)ty € Spiym C Lin(S) und
nach dem Untergruppenkriterium ist (Lin(S),+) eine Untergruppe von
(V,+)-

e Sei ) ., a,s, =:a € Lin(S) beliebig vorgegeben. Dann ist
pa = Y0 (pay)s, € Lin(S) und es folgt, da p € K und a € Lin(S)
beliebig, K - Lin(S) C Lin(S).

e Damit stellen wir fest Lin(S) € UVR*. Da nach dem Hauptsatz fiit Hiil-
lensysteme aber auch Lin(S) D UVR(S) gilt, folgt die Aussage:

UVR(S) = Lin(S)
H T
(iii) Analog zeigt man diese Aussage wie bei S und {b1,...,b,}.

1.36  (A)
Zeige: Ist (G, -) eine Gruppe, so gilt:
(i) (G,Ugr®) mit Ugr* =: {U C G |U ist Untergruppe von (G, -)} ist ein Hiillen-
system.

(ii) Fir alle S C V mit S # {} gilt

Ugr(S) = {s7* - s5*-...-s5" |[n€ Nund s, € S und ¢, € {+1,-1}}

Losung
(i) e Esgilt G € Ugr™.
e Sei x C Ugr® beliebig vorgegeben.
e Setzte (e, U= {2z € Glz € UVU € x} =: D, dann ist 1¢ € D und es

folgt D # {}

e Seien a,b € D beliebig vorgegeben, dann sind a,b € UVU € x und, da
U € Ugr*, es folgt nach dem Untergruppenkriterium ab=' € UVU €
X ~ ab™l €D ~ ab~! € DVa,be D.

e Damit ist D € Ugr* und (G, Ugr*) ist ein Hiillensystem.
(i) o Setze fir n = 1,2,3,... {s{,55%,...,85 |(svew) € S x {+1,-1}} =:
Sh.-
e Setze {n e N|S,, C Ugr(S)} =:T.
e Sei si' € S; beliebig vorgegeben.
entweder &1 = +1 ~ si' =s1 € S C Ugr(S)

Dann ist . 1 3 . Daraus
oder e1=—1~ sit =57 =1gs; € Ugr(9)
folgt S ¢ S1 € Ugr(S) und weiter 1 € T'.
e Seienn € T und s§' - 557 - ... - s - ;"' € Spy1 beliebig vorgegeben.
e Dann ist s{* -... s =:a € Ugr(S) und s, =:b € 81 C Ugr(9).
Daraus folgt mit dem Untergruppenkriterium s3*-...-s57-s;" %' = ab™ ! C

Ugr(S) und weiter n+1 € TVn e T.

e Nach dem Prinzip der Vollstdndigen Induktion ist damit 7' = IN.

o Ugr(S) D Uply Sn={s{"...,s5 [n € N und (sye,) € Sx{+1,-1}} =:
<S>.

e Umgekehrt gilt <S>D 51 O S # {}.
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o Seien s7' -... 850 =ra; t]' -3 - -t -t =1 b €<S> beliebig
voregegeben.

e Dannista-b ! =s'...s5n ¢, ... t;" € S;4s C<S>. Nach dem Un-
tergruppenkriterium folgt <S>€ Ugr* und der Hauptsatz iiber Hiillensy-
steme besagt <S>€ Ugr(S), womit die Behauptung (ii) folgt: Ugr(S) =<
S>.

Bemerkung Im Fall S = {a} heifit <{a}>=:<a>= {a7',...,a5" |n € N|e, €
{+1, —1}} ‘e=lo {a" |y € Z} die von a € G erzeugte zyklische Gruppe.

1.37 Nachtrag

Im Hiillensystem (V, Konvex™) aller konvexen Teilmengen eines reellen Vektorrau-
mes gV gilt stets:

() {} = {} , denn {} ist konvex.

(b)
{p,q} = {ap+Bq|la,B € RT und a + B =1}
_J{la+B)p=1p} ={p} fallsp=g¢
B E falls p # q
1.38 (D+A)

Ist (M, Hiille*) ein Hiillensystem, so heifit die Abbildung

Hiille - Pot(M) — Hiille i
A+ Hillle(4) =: A

der Hiillenoperator des Hiillensystems (M, Hiille™).
Zeige: Fiir alle A, B € Pot(M) gilt:

(i) A D A (Extensionalitéit)®
(i) A= A (Idempotenz)
(i) Aus 45

(iv). AUB=AUB

B folgt stets A O B (Monotonie).

Losung

(i) Siehe Hauptsatz fiir Hiillensysteme (HSH).

(i) o AD A (wegen (i)).
A € Hiille* 1t. HSH =
Aci ~AC
e Es folgt die Aussage A=A

3wurde bereits in (1.30) gezeigt
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(iii) Angenommen A C B, dann ist wegen (i) auch A C B C B, also A C B, und
da B € Hiille* folgt nach dem HSH A C B.

(iv) 0ADA}MAUBDA,BMAUBDAUB('@)AUBDAUB

[ ]
b
C
Sy
—N
U
b
——
¢
N
C
Sy
U
—N
s
——
¢
N
C
Sy
U
BN
C
we]

Wegen (iii) ist AU B D AU B und nach (ii) folgt weiter

AUB=AUB>AUB.
Damit ist AUB = AU B.

1.39 (S)

Zu zwei verschiedenen Punkten p # ¢ eines reellen Vektorraumes gV existiert stets
genau eine Gerade G¥ € G(rV), die p € G¥ und ¢q € G¥ geniigt. Dies ist die Gerade
pg =GP,

Beweis

e Sei G* € G(rV) eine beliebig vorgegebene Gerade, die p € G* und q € G
geniigt.

e Nach Definition sind die Punkte p und ¢ darstellbar als p =: a + au bzw.
q¢ = a+ fu mit o, € R.

*¢—p=(f—a)umit f #a,dap#q

e Es folgt u = (8 — )~ (g — p) und weiter Ru = R(3 — a)"!(qg — p) und, da
R(f-a)~' =R, Ru=R(p—q).

e Gl=a+Ru=(p—au)+Ru=p+R—-a)u = p+Ru=p+R(g—p) =
GI P =pq

e Demnach geniigt hochstens G = G177 € G(grV) der Anforderung p,q € G.
Umgekehrt gilt p=p+0(¢—p), ¢=p+1(q¢—p) € GIP.

1.40 (D)
Die Schreibweise A M B = ¢ bedeutet: Es gilt
(a) A, B sind Mengen mit |[ANB| =1 und

(b) cist das eindeutig bestimmte Element von AN B, d.h. es gilt AN B = {c}.

Heuristik: Existenz einer Senkrechten

Wann steht im R? oder im R? eine Gerade G} auf einer Geraden G¥ senkrecht?
Es muss offenbar gelten:

(1) GenGy =:p

Fir p—u,p+u € G¥ gilt = p, damit folgt:

(p—u)+(p+u)
2
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ptv
p-u

G,

Abbildung 1.7: Zur Definition der Senkrechten

(2) pist der Mittelpunkt der Strecke p — up + u.
Wegen (1) gilt p = b+ pv mit einem p € R, man kann daher auch schreiben:

() p+tv=>b+(p+1)v € G} \ {p}
(4) Z(p—u,p,p+v) = Z(p+u,p,p+v) =90°

Die Strahlensétze ermdglichen nun eine Argumentationskette:

Alp—u,p,p+v) =Ap+u,p,p+v)
& d(p+v,p—u) =d(p+v,pu)
& ((p+v) —(p—w)’ =((p+v) - (p+u)’
& (v+u)?=(v—u)?
& vP+2wou) +ul=v>—2wvou)+u
& 4(vou)=0gR
& vou=0R

& uov=0
[E4]

2

Dies motiviert die folgende Definition.

1.41 (D)

Ist (V') ein EVR, so heifien zwei Geraden G, G} zueinander orthogonal, in Zeichen
GY L G}, wenn gilt:

(a) GznGy #{}
(b) uov=0

1.42 (S)
Aus G L G} folgt |GE NG| =1.

Beweis
e Sei G,a* L G}, dann gilt wowv = 0.

e Angenommen G = (G}, dann wire wegen a = a + Ou € Gy auch a € G} und
man konnte schreiben a =: b + av mit einem o € R.

e Dann wire aber auch G} = b+ Rv = (a—av)+IRv=a+(IR—a)vR = n
a+ Rv =Gy
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Also G} = G} = GY, folglich a + u = a + pv mit einem p € R.

Weiterhin ist u = pv mit p # 0, da sonst u = Ov = 0 q.e.a.
Mit o.g. Annahme ergibt sich also v o v = pv ov = pv? # 0 q.e.a.

Demnach ist die Annahme nicht haltbar: G¥ # G} und gem&f (1.39) und
(1.41 (a)) folgt |G NG}| = 1.

Heuristik: Eindeutigkeit einer Lotgeraden

Seien ein EVR (gV,0) und (z,G¥) € V x G(rV) mit = ¢ G beliebig vorgegeben.
Ist G} eine Gerade, die

(+) z € Gy und Gy L Gy,

geniigt, so muf gelten:

GY NGy =: p, woraus folgt p =a + pu = b+ Bv mit p, 5 € R.
Setze x = b+ &v mit € € R.

Dann ist z —p = (£ — f)v mit £ # B, da = € G¥ 5 p. Demnach ist v =
-8 (@—p).

Rv=R({ - B)"'(z —p) =R(z —p), da R({ - B)~' =R.
Da p,z € G}, folgt nach (1.39) G} =7p = GZ7P.

(p—z) ou = ((§ — B)v) ou = 0 nach Voraussetzung; demzufolge gilt [(a +
pu) —x]ou = (a—x)ou+ pu? =0.

(x —a)

aeou bow. p= a4 E-D U

Da u? > 0 erhilt man p = z Y und weiter
a—z)ou
x—pz(m—a)+%u.

g la=2)ou _
Alsogilt G} = GZ7?P = Gim AR GY mit w := (:L'—a)+(au¢u.

Damit ist zu jeder bzw. jedem beliebig vorgegebenen G¥ € G(rV) und z € V' \ G¥
héchsten G¥ eine Gerade, die (+) geniigt.
Umgekehrt gilt:

Angenommenwz(m—a)+(a_u#uzov & (z—a)= (x_u#u &
x=a+mu & z e Gy
u
Aus z g GY folgt also w # Oy.
Weiterhin ist + = z + 0w € GY.
. (x—a)ou (a—x)ou
Es gilt G¥ 5 p=a+ U= z + (—1) (x—a)+Tu =

z+ (—l)w € G¥, also GE NGy # {}.

7((1_3;)0”11] :uO(x—a)+7(a_$)ouu2=

5 0

uow=wuo |(r—a)+

u u

Damit geniigt G¥ der Bedingung (+) und G¥ € G(grV). Man hat demnach eine
eindeutige Lotgerade.



1.43. (S+D) 73

1.43 (S+D)

Ist gV ein EVR, so gibt es zu beliebig vorgegebenen (z,G¥) € V x G(grV) mit
z & G stets genau eine Gerade G} € G(rV), die

z € Gy und Gy L G¥

geniigt.
Gy =: (x L GY) heifit die Lotgerade auf die Gerade G¥ durch den Punkt x. Gz L
G¥) =: p heifst der Fufipunkt des Lotes von x auf die Gerade G¥ und es gilt

(x—a)ouu

(z LGy) =Gy P mit p= 2

1.44 Heuristik

Es seien b # a # ¢ Punkte im R? oder R®.
Wie berechnet man die Gréke des anschaulich vorliegenden Winkels Z(b, a, c), unter
dem sich die Geraden ab und ac schneiden?

atv c

b

Abbildung 1.8: Zur Definition des Winkels

o Setze ;(b—a) =:u und (c—a) =:v.

l[b—all lle —all
1

T (e—-a)?=1.
le—ap ™%

e Dann sind u? = (b—a)?=1und v? =

b —all?

— 1
e Nach (1.20) ist ab = G®~? = a+R(b—a) = a+]l{m(b—a) =a+Ru=GY
analog: ac = G2~ ¢ =G

e dla+u,a)=|(a+u)—al| =|ul|=1
dla+v,a) =|(a+v)—al| =[] =1

e Ist E eine Ebene im R?, die die Punkte b # a # ¢ enthilt, so liegen die Punkte
a+u € abund a + v € ac¢ auf dem Kreis K in E mit dem Mittelpunkt a und
dem Radius 1.

e Die Linge ¢ des kiirzesten Kreisbogens von a + u nach a + v heifit das Bo-
genmaf$ des Winkels Z(b, a, c). Es ist also ststs 0 < ¢(Z(b,a,c)) <.

e Ist p = a+Au der Fuipunkt des Lotes von a+v auf ab = G¥, so gilt laut (1.43)

w Y = wovmit [A] = |uov| < Vu2ve? =1.
u

vV o
u, also A =

p=a+ 2

e Demzufolge ist —1 < A < 1. Demzufolge ist A = 1, genau dann wenn ¢ = 1;
A = 0 genau dann, wenn ¢ = 7 und A = —1 genau dann, wenn ¢ = 7.
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e Es folgt aus 0 < A < 1, daf ¢ €]0, 5[ bzw. aus —1 < A < 0, daff ¢ €]F, 7.

e Es heifit A\ der Cosinus des von den Geraden ab und @c eingeschlossenen
Winkels (Definition des Cosinus am Einheitskreis), also

(b—a)o(c—a)

— = = cos £(b,a,c)
b —all-[lc —all

A=uov=

1.45 (D)

Ist (,rV,0) ein EVR und sind a,b,c € V mit b # a # ¢, so gilt laut (1.44):
(b—a)o(c—a) <||b—al-||lc— a|| und es heifit die reelle Zahl

INCET LICET I
15=all-Tlc=al

der Cosinus des von den Geraden ab,ac eingeschlossenen Winkels; respektive
b—a)o(c—a _
arccos ||(b |)| |(| )“ die Grifle des von ab und ac eingeschlossenen Winkels.
—al|ollc—a

1.46 (D)

Sind A, B C M nichtleere Teilmengen eines metrischen Raumes (M, d), so heift
d(A, B) :=inf{d(a,b)|a € Aund be B} >0

der Abstand der Menge A von den Menge B.

Gilt A = {a} resp. B = {b} resp. A = {a} und B = {b}, so wird anstatt d({a}, B)

resp. d(A, {b}) resp. d({a}, {b}). auch kiirzer d(a, B) resp. d(A,b) resp. d(a,b) ge-

schrieben.

1.47 (S)

Ist (rV,0) ein EVR, G* € §(gV) und z € V, so gibt es genau ein p € G mit der
Eigenschaft d(z, G¥) = d(z,p) Und es ist

x falls z € G¥
p =

a_}_(x_u#u:(;gm(pLGg) falls z ¢ G¥
und
0 falls z € G¥
d(z,p) = - 2
(z,p) \/(x—a)Q—W falls z ¢ G¥
Beweis

e Sei G¥ € §(rV) und z € V beliebig vorgegeben.
e Im Fall 7 € G¥ gilt fiir alle g € G¥\ {z}  d*(x—q) =z—¢* > 0= d*(z,z).

eImFallz #GY gilt (x LGY)AGY =:p=a+ Wu:a+7m.
e Esist

Gy =(a+mu)+Ru=a+ (7+R)u=a+Ru=Gj.
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Sei ¢ € G\ {p} beliebig vorgegeben. Dann ist ¢ = p + pu mit p # 0.

Daraus folgt d*(z,q) = (x—q)* = [(x—p) —pu]* = (z—p)*—2p(z—p)ou+p*u.

(r—a)ou

! (w—a)ouu2:

2

Esist (z—p)ou = [(x —a)— u] oy = (z—a)ou— 0.

u u

Demzufolge ist d*(z,q) = (z — p)? + p?u® > (z — p)? = d?(z,p). Weiterhin
folgt d(z,p) = d(z,GY¥) und d(z,q) > d(z,p) fiir alle g € G¥ \ {p}.

e Esist
2
T—a)ou
@=p = (-0 - E=20)
_ 2 _o(@—a)ou [(z —a)ou]® ,
=(z—a) —2T(x—a)ou+ w2y u
[(z —a) o u]?
=(z—a)? - o2 >0
_ 2
e Damit ist d(z,p) = \/(x —a)? - W > 0.
1.48 (A)
Berechne im kanonischen 3-dimensionalen EVR (gRR?, o)
(a) (z L G7)
(b) Gan(z LGY)
(c) d(z,G5)
fiir x = (0,0,1), a = (1,0,0) und » = (1,1,1).
Losung
Fiir den Fufpunkt p des Lotes von x auf G¢ gilt
p = a+ @f—u# u
_ (_1707 1)0(17171)
- (1a030)+ (171,1)2 (13]—31)
= 1,00+ T
~ (1,0,0)
Damit ist z—p = (~1,0,1) und (z L G¥) "= G2=2 = GG1%Y = {(p,0,p41) [ p €
R}.
_ 2
d(z,GY) = \/(m T (G 53 oyl
[(_1a 07 1) ° (17 ]-a 1)]2

Il
—
“)—‘

L
—
~—

M
|

(1,1,1)

Il
:
)
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1.49 Heuristik

Es sein G eine Gerade im R? oder im R?.

Wann ist eine Gerade G} # G zu G parallel?

G} ist zu GY¥ anschaulich genau dann parallel, wenn d(z,G¥) = d(y,G¥) =: ¢
konstant ist (6 > 0) fiir alle z,y € G}.

e Fiir alle x =: b+ pv € G} gilt:
d(b + pv,G¥) = d(b, G¥)

Ty OFer-a- [(b+pvu—2a)ou]2 =(b—a)2—[(b_2+u]2

2y [wtpw)ou? _ » [woul?
(b—i:)>=:w (w+pv) u? v u?

wowu+ pvoul? w o ul?
< ’w2+2p(wo’u)—|—p2fu2_[u—2p]=w2_[ u2]
_ (wov)®’+2p(wou)-(vou)+p* (vow)® _ _ (wou)®
u2 - w2

& 2p(wowv) + pPv?

2p(wou)- (vou)+p*(vou)’
u2
2,2 2 2 _ 2
& prutv® 4 2pu(wow) = 2p(wou) - (Vou)+ p*(vou)

& pP? +2p(wov) =
2
& puv® — (vou)?] + 2p[ut(wov) — (wov)-(vou)] =0
Folglich ist u?v? — (vou)? =0 =wu?(wov) — (wow) - (vou).
e Zwischenresultat: G¥||G* < u?v? — (vou)? =0 =1u?(wov)— (wov)-(vou).

e Angenommen Ru = Rv, dann wire u € Rv, da u = 1u € Ru. Setze u = aw
mit einem a € R\ {0}.

e Dann folgt

u?v? = (av)?v? = (a?v?)v? 2 2 9
{0 () o0 (w2 e o4 = (we =0
o Weiterhin ist
u(wov) — (wou)(vou) = (av?*(wow) — (wo (aw)) - (vo (aw))
= a®v?(w o v) — a(w o v)av?
—0 ~ GG,
e Zwischenresultat: G} ||G¥, falls Ru = Rv.
e Angenommen G} ||G¥.

e Esist

Damit folgt
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. . uov
e Folglich gilt u = >

Ru = R(av) = Ro.

v = av mit a # Og (da sonst v = Ov = Qv) und weiter

e Resultat: Aus G}||GY folgt Ru = Ru.

1.50 (D)

Ist (rV, o) ein EVR, so setzt man fiir alle (G},GY%) € G(rV) x S(grV):
GY||GY - lies G} ist parallel zu G¥ — gilt dann und nur dann, wenn auch Ru = Rv
gilt.

1.51 (A)

Es seien a5 := ay, as, as, aq vier verschiedene Punkte in einem EVR (rV, o) und m;
fiir i = 1,2,3,4 die Mittelpunkte der Strecken a;a;41 -

Abbildung 1.9: Skizze zu Aufagbe 1.51

Zeige: Dann gilt:
(1) m17ém27ém37ém47ém1

(ii) Die Punkte mg, ma, ms, my liegen entweder alle auf einer Geraden oder sie
bilden ein Parallelogramm, d.h. es gilt:
mims||msms und Mams||Mamy mit Mmymg N Mgmyg = {} = Mamz N Mgy

Losung
. . a1+ a; az +a
(i) e Angenommen m; = my, dann wire — 5 2 =2 5 2 bzw. ay + ap =
as +az ~ a; = ag q.e.a.

Folglich ist m; # ma.
a; + Qip1 _ Qi1 t Gip2

e Allgemein: Angenommen m; = m;y1, dann wére 3 = 5

bzw. a; + ai11 = @iy1 + G4z ~ a; = Q42 g.e.a.
Folglich ist m; # mjy1.

o Esist mymz = G727 ™" und mzmy = G4 ™ mit

as+a; az+as ap —as
my —mg = — =

2 2 2

und
as + as ar+ax  az—a

2 2 2

mo — M1 =
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e Daraus folgt

R(m4 —m3) = R(5 (a1 — a3))

= (R- 3)(a1 — a3)
(a1 — as)
(—3(az —a1))
(

ma —my)

R
R
R

Folglich ist mymz || mizmg.

e Analog zeigt man mams || amy.

(ii) e Angenommen, es existiert ein p € myms N M3ms, dann ware
p € G2~™ bzw. p = my + p(ma — my) mit einem p € R.

o Es folgt:

Gy = m1 + p(ma — mq) + R(ma —my)
= my + (p+ R)(ma —my)

= my + R(mg —my)
p+R=R

mo—m —_— e
G2 ™ =mimy

e Analog gilt G+~ = G4~ = mzmy
e Demzufolge ist
myimz = G2 = p+ R(mg —my) = p+ R(my —m3) = mzmy

d.h. mi,Ma, M3, M4 € MM = M3MNMy

e Angenommen, es existiert ein p € mymg N Mgy, dann wire mam3z =
mgmy und es folgt my, my, mg, mg € Mamg = Mymy.

1.52 (A)
Zeige: Ist a eine Bewegung eines EVR (RrV, o), so gilt fiir alle
1) (m,p) €V X R* : [S(m,p))* = {7 |z € S(m, p} = S(m, p)
(1) a,b,e Vmita#b: ab” = {2* |z € ab} = a®b®
(III) a,b,c€e V mita #b#c : p(L(a*, b, ¢*)) = p(L(a,b,c))
(IV) G,H e §(RV) :

(i) G LH> fallsG L H
(il) G¥||H?, falls G||H

Losung
Laut Vorlesung gilt:
VL1 Sei (M,d) ein metrischer Raum.

(a) v € Bij(M) heifst Bewegung, wenn gilt: d(a®,b*) = d(a,b)Va,b € M x
M.
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(b) B(M,d) =: {y € Bij(M) |~ ist Bewegung} ist Untergruppe von
(Bij(M), -).
VxV =R
VL2 Jeder EVR (RV, ird durch d :
eder EVR (V' 0) wird durc {(a,b) s d(a,b) = ||la = b := \/(a=Db)?
zu einem metrischen Raum (V, d).
VL3 Fiir a € Bij(V) sind dquivalent:
(a) a € B(V,d)
® a:d’ 7V o
z—z*=2"+1t peBij(V) mit (uov)’ =u’ ovf
fir allew,v € Vundt eV
VL4 Eine skalarprodukttreue Bijektion p ist eine lineare Abbildung, d.h fiir alle
(pyu,v) e R XV x V gilt:
(a) (pu)” = pu”
(b) (u+wv)? =uf +vf
Es ist 0 + 07 = (0, +0v)? =0f =0, ~ 0f, = 0.
VL5 Ist p eine skalarprodukttreue Bijektion, so gilt 0f, = Oy und u” # 0,, falls
u # Oy.
Beweis
(I) e Seien (m,p) € V x R und z € S(m, p) beliebig vorgegeben.
e Dann ist
a _ )2 — © (e 2
(m® —z%) = [(m? +1t) — (x¥ +1)]
T
— )P0 (1 — )P
= (m—2)%°(m — )
— _ _ — _ )2
s (m—2)o(m—2)=(m—z)
_ 2
z€S(m,p) p

e Daraus folgt ¥ € S(m?, p) und weiter [S(m, p)]* C S(m®,p) fir alle
(m,p,a) €V x R x B(M,d).

e Dies lift sich auf S(m?, p) mit a~! V%Z B(V,d) anwenden und liefert:
-1 -1
[S(m2, )1 € 8 (™)) = S(m, p)
e Damit folgt

S(m®,p) = S(m®,p)*” " C S(m, p)® C S(m®, p)

und weiter [S(m, p)]® = S(m?, p).
e Sei G¥ = {a+ pu|p € R} € G(rV) beliebig vorgegeben.
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Dann ist
G = A{latpu)?[peR}
- ¢
i, Uatpu)?+tlpe R}
— » £4
i, a7+ (pu)? +t|p e R}
— @ @
=, (@ +0+pw)|per)
= a*+Ru¥
VL2
= G¥

~ (GY)* = G¥ € G(RV) fiir alle G¥ € G(RrV).
Setze ab =: A a®b® =: B.

als € Abb(4, B)

Dann ist
{a‘1|B € Abb(B, A)

Esist a|a a™!|p = idg und a~!|p ala = idp und mit (2.25) folgt daraus

ala € Bij(4, B).

Folglich gilt: ab” = (Gt=*)* = G " = GbL-o" = g/ HD=("+) _

VL4
GYom = aobe

Seien u,v,7,s € V beliebig voregegeben.

Dann gilt
(u® —v¥) o (r* — s%)
& (@) =@+ 0) o (% +1) — (s +1)
= W —v?)o (¥ = 57)
=, W0 -ye
= (w—v)o(r—s)

VL3

e Fiir alle u,v,r,s € V gilt somit (u® —v*)o (r* —s%) = (u—v) o (r —s).

Weiterhin gilt:

p(£(b%,a%,c%))
(b* —a%) o (¢* — a%)
o> — a*| - [|e* — a2|
(b* —a®) o (c* — a%)
Vo — a9 o7 —a) - /(@ —a%) o (& — a)
(b—a)o(c—a)
Vo-ao0t-0 Vie-aoC-a
(b—a)o(c—a)
b —all - [lc —al
= p(£(b;a,c))

= arccos

= arccos

= arccos

= arccos

e Seien G¥,G} € G(rV) vorgegeben.
e Angenommen G¥ L G} ~ G¢NG) # {} und uov=0.
e Damit ist (G¥ NG})™ # {}.



1.52. (A) 81

e Da (G3)* N(G})* D (G5 NGy)®, folgt (G5)* N (G})* # {}.

e Esist (G¥)* = G¥ , (G})* = G} und weiter u¥ ov? s (uow) =
OR.

Ergebnis: (G¥)* L (G})?, falls G¥ L G}.
(i) o Angenommen G¥||G}, dann ist Ru = Rw.

e Esist (GY)* = G% = {a® + pu?|p € R} = {a® + (pu)?|p €
R} = a® + (Ru)? = a* + (Rv)?.

e Es ist Rv¥ = {p?¥|p € R} I {(pv)?|p € R} = (Rv)? =
(Ru)? = {(pu)? [p € B} = {pu’|p € R} = Ru”.

Ergebnis: (G%)* = G¥% || Gis = (GP)?*, da Ru® = Ru?



Kapitel 2

Inzidenzraume, Affine Raume
Die affine Geometrie uber
einem Vektorraum gV

2.1 (D)
Es seien P := {a,b,...} eine Menge und G := {4, B, ...} C Pot(P) eine Teilmenge-
der Potenzmenge von P. Wir nennen die Elemente von P Punkte und die Elemente

von § Geraden.
Das Paar (P, 9) heift Inzidenzraum — kurz IR —, wenn gilt:

[I1] Zu jedem beliebig vorgegebenen p,q € P mit p # ¢ existiert stets genau eine
— mit pg bezeichnete — Gerade G € G, die p € G und ¢ € G geniigt. pg heifit

die Verbindungsgerade von p und q.

[I2] |G| > 2 fir alle G € §.

2.2 (B)
(a) Es sei E die Menge aller Punkte des Anschauungsraumes, die anschaulich in
der Blattebene liegen, G die Menge aller Geraden dieses Raumes, die G C E.

Dann ist (E,Sg) ein Inzidenzraum (IR).

(b) Sei T C E eine Teilmenge von E ung G := {GNT |G € G und |GNT| > 1};
dann ist (T, Gr) ein IR.

(c) P:={b (ein Bleistift), r (ein Radiergummi), k¥ (ein Kugelschreiber),
p (ein Blatt Papier)} und G := {S C P||S| = 2}; dann ist (P,5) ein IR.
2.3 (S)
Ist (P,9) ein IR, so gilt
() $=1{pa|p,q € P und p # g}

(ii) Aus G, H € Gund |GN H| > 1 folgt stets G = H.

82
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Beweis
(i) e Setze {Pq|p,q € P und p # q} =:T. Sei pg € T beliebig vorgegeben.
e Dann ist pg [E] Gund T € G.
I

e Sei G € G beliebig vorgegeben. Nach [I,] existiert ein p,q € G mit p # ¢
und es folgt G [IE] T und weiter G C G.
1

e Damit ist G =T.

(i) o Seien G,H € G mit |G N H| > 1 beliebig vorgegeben.
e Dann existieren p,q € GN H mit p # g und es folgt

I
paeCG ~ G2 N
g€ H ~ H[I=]p_q -
1

2.4 (D)

Es sei M eine Menge und X € Pot(M) eine Teilmenge der Potenzmenge von M. X
heifit genau dann Klasseneinteilung von M, wenn gilt

M) {}¢X

(ii) Zu jedem a € M existiert genau eine — mit K(a) oder [a] bezeichnete —
Teilmenge K € X, die a € K geniigt.

2.5 (B) ,Eselsbriicke*

M =: S ist die Menge der Schiiler einer Schule, dann entspricht K(a) der Klasse,
zu der Schiiler a gehort.

2.6 (D)

(a) Ist M eine Menge, so heifst jede Teilmenge R C M x M eine Relation auf M
und anstatt (a,b) € R wird auch kiirzer aRb geschrieben?.

(b) Es seien R eine Relation auf M und a,b,c € M.
R heifst
(i) reflexiv, wenn stets aRa gilt;
(ii) symmetrisch, wenn aus aRb stets bRa folgt;
(iii) antisymmetrisch, wenn aus aRb und bRa stets a = b folgt, sowie
)

(iv) transitiv, wenn aus aRb und bRc stets aRc folgt.

(c) Eine Relation R auf M heifit

(i) Aquivalenzrelation, wenn R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

(ii) Ordnungsrelation, wenn R reflexisv, antisymmetrisch und transitiv ist.

1Da R Teilmenge, kénnen an R auch Anforderungen gebunden sein, z.B. a > b.
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2.7 (B)
Es sein M eine Menge.

(a) Ist X eine Klasseneinteilung von M, soist {(a,b) € M x M | K(a) = K(b)} =:
R, eine Aquivalenzrelation.

(b) {(4,B) € Pot(M) x Pot(M) |Es gibt eine Bijektion ¢ : A - B} =: R; ist
eine Aquivalenzrelation auf Pot(M).

(c) {(A,B) € Pot(M) x Pot(M)| A C B} =: R3 ist eine Ordnungsrelation auf
Pot(M).

(d) {(a,8) e RxR|a < B} =: Ry ist eine Ordnungsrelation auf R.

2.8 (S+D) Hauptsatz iiber Aquivalenzrelationen

Ist R eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M, so stellt

% = {{a] |@ € M} mit [a] := {« € M |zRa}

eine Klasseneinteilung von M dar.
M .
= heift die von R auf M induzierte Klasseneinteilung und [a] heifit die Aquiva-

lenzklasse von a (beziiglich der Aquivalenzrelation R).

Beweis Es sei R eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M.
e Sei a € M beliebig, dann aber fest vorgegeben.
e Setze {z € M |zRa} =: [a].

M M
e Setze {[a]|a € M} =: = Dann ist bl C Pot(M).

e Da R reflexiv, folgt a € [a] und weiter {} ¢ %

e Sei b € M mit a € [b] beliebig vorgegeben.

e Sei weiterhin z € [a] beliebig vorgegeben. Dann gilt zRa und aRb und, da R
transitiv, auch 2 Rb. Damit ist aber auch z € [b] und es folgt [a] C [b].

e Folglich gilt fiir alle a,b € M mit a € [b] [a] C [b].

e Angenommen a € [b], dann gilt aRb, und, da R symmetrisch, auch bRa, womit
b € [a] wire, woraus [b] C [a] folgen wiirde.

o Wir haben gezeigt, daf [a] = [b] und daf fir alle b € M mit a € [b] gilt
[a] = [b].
o Schlufendlich folgt die Behauptung: Zu jedem a € M ist [a] das einzige Ele-

M
ment von R das a enthalt.

2.9 Bemerkung

In (2.7)(b) R2 =: {(A, B) € Pot(M)xPot(M) | Es gibt eine Bijektion von A auf B}
heift die Aquivalenzklasse [A] von A € Pot(M) die Machtigkeit von A und wird
mit [A] =: |A| oder [A] = #(A) bezeichnet.
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2.10 (A)

Ist (Z,+,-) der Ring der ganzen Zahlen und n eine natiirliche Zahl, so heifsen zwei
Zahlen (a,b) € Z x Z kongruent modulo n — in Zeichen a = b — wenn gilt a—b = v-n
n

mit einem v € Z.
Zeige:

(a) = ist eine Aquivalenzrelation auf Z.
n

(b) = =:Zp = {[0],[1],-..,[n — 1]} mit [i] £ [j] firalle 0 < j < j <n—1.

sIINTN

(c) Ista,=ad' und b= sogilt a+b=a’'+b und ab=a'l’.
n n n n

Ly X Ly, — L,
(d) Z, wird durch die Definition ¢ ([a], [b]) = [a] + [b] = [a+b] zu einem kom-
(][a], [b]) = [a] - [b] = [ad]

mutativen Ring (Z,, +,-) mit [1] als Einselement.

(e) (Zn,+,-) ist genau dann nullteilerfrei, wenn n eine Primzahl ist.

Losung

Fehlt in meinen Unterlagen, vermutlich wurde sie nicht an den Ubungsterminen vor
der Klausur behandelt.

2.11 (D)

Es sei (P, 9) ein Inzidenzraum (IR).
(a) S C P heifit kollinear, wenn gilt?: Es gibt ein G € § mit S C G.
(b) {P1,P,...P,} =: E,, C P heifit n-eck, wenn gilt:

(i) |En] = n und
(ii) |GNE,| <2firalle G €.

2.12 (D)

Es sei (P,G) ein IR und || C § x § eine Aquivalenzrelation auf G.

Gilt G||H, so heifen G und H parallel und die Aquivalenzklassen [G], G € § heifien
Parallelklassen.

Das Tripel (P,G,||) heifst Inzidenzraum mit Euklidischem Parallelenaziom — kurz
IREP —, wenn das Euklidische Parallelenaxiom (EP) gilt:

Zu jedem beliebig vorgegebenen (p, G) € P x G gibt es stes genau eine —
mit (p||G) bezeichnete — Gerade H, die p € H und H||G geniigt (siche
Abbildung 2.1).

(p||G) heifst die Parallele zur Geraden G duzrch den Punkt p.

2Vereinfacht gesagt stellt man sich die Frage, ob die Punkte auf einer Geraden liegen.
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/

Abbildung 2.1: Zum Euklidischen Parallelnaxiom

H=(pllG)

G

2.13 (S)

Sind G, H parallele Geraden eines IREP, so folgt aus G N H # {} stets G = H
Beweis Sei (?,9,]||) ein IREP und seien G, H € G, die die Voraussetzungen aus
(2.12) erfiillen. Dann existiert ein p € GN H.

(EP) H ist reflexiv
L) (plr) "

G

2.14 (D)

Ein IREP (P, 9,,||) heifit affiner Raum — kurz AR —, wenn das Schnittaxiom (Sax)
gilt (vgl. Abbildung 2.2):

(Sax) Sind p # q,p' # q' Punkte, die pg||p’'q’ geniigen, so gilt fiir alle

r € P\ pg:
@'ller) n (d'llar) # {}
r
P vl
Pa p q
Abbildung 2.2: Zum Schnittaxiom
2.15 (D+S)

Es sein gV ein linker k-Vektorraum {iber einem (nicht notwendigerweise kommu-
taiven) Korper (K, +,-). Setzt man

M V=PKV)="7
() {GY = a+Ku:={a+pulpe K} aueV mitus Oy} = (V) = §
(1) {(G4,G}) € § x §| Ku = Kv} = (V) = |

so stellt || eine eindeutig, d.h. reprisentantenunabhéingig definierte Aquivalenzrela-

tion aug G dar und
(P, G, 1) =: Aff(xV)

ist ein AR mit den folgenden Eigenschaften:
(a) 1G3| = K[ >2
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(b) Aus p € GY folgt: Gy = G-
(c) pg=Gp 9 ={ap+pBg|a+p=1}
(d) @lGs) =G5
Der AR Aff(kV) heifst die Affine Geometrie iber dem Vektorraum gV .

Beweis Sei gV ein linker K-Vektorraum und seien P(xV) =: P, §(xV) :=
G, I(xV) :=|| gemaR (I) bis (III) definiert.
Seien p,q € P mit p # q und G¥,G},GY beliebig, dann aber fest vorgegeben.

ad (a) und [I2]

K u
° p:= —Ga ist eindeutig defineirte Abbildung von K auf G¥.
A= a+ du

e Angenommen p(A;) = p(A2), dann wire a + \ju = a + Ayu und es wiirde
folgen (A1 — A2)u = 0, sowie, da u # Oy, weiterhin Ay — A2 bzw. Ay = Ag, d.h.
p ist injektiv.

e Damit ist p Bijektion von K auf G¥.

e Damindestens {0k, 1k} € K und O # 1k, folgt die Aussage |G¥| = |K| > 2.

ad (b)
e Angenommen p € G¥, dann wire p = a + pu mit einem p € K.

e Damit wire G, =(a-l—pu)+Ku=a+(p+K)up+;:Ka+Ku:Ga

ad (c) und [I1]

p=p+0k(g—p) € Gy?P

e Wegen p # q gilt g—p # 0. Damit ist G P € G und B

i g=p+1(¢g—p) €GP

o Ist umgekehrt G¥ € G mit p,q € G¥ beliebig vorgegeben, so ist ¢ € G¢ (f) Gy,
d.h. ¢ = p + pu mit einem p € K.

Demzufolge ist ¢ — p = pu.

Angenommen p = Ok, dann wire g — p =0k -u =0y, dhg=p g.e.a.

Daher ist p # 0k und es folgt K(q — p) = K(pu) = (Kp)u - Ku.

p=

Wir erhalten G = G} (ﬁ) p+Ku=p+ K(q—Dp) (ﬁ) GiP.

Damit gilt [I;] und es ist pg = G5~ ? = {p+plg—p)lp€e K} ={(1-p)p+
——

p qlpe K} ={ap+Bq|la+p =1}
~—~
=8

Aus (a) und (c) folgt, daff gemaR (2.1) (P, 9) ein IR ist.
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Problem: Ist || eindeutig, d.h. reprisentantenunabhingig definiert?
e Angenommen G* = G%, dh. a € a + Ku = G* = G% 5 v = a+ Ku,
woraus folgt Ku = Ku'.
o Aus G¥ = GY folgt Ku = Ku'.

e Angenommen G* = G% und GY = G¥, so gilt G¥ || G¢ & Ku = Kv &
Ku' = Kv' & G% || GY.

e Damit ist || eindeutig definierte Relation auf § mit G¥ || G (folgt aus Ku =
Kwu und (IIT)), d.h. || ist reflexiv.

e Angenommen G¥ || G} und G} || G¥, dann ist Ku = Kv und Kv = Kw, also

[

Ku = Kw bzw. G¥||G¥ und es folgt, daf || transitiv ist.

GemiR (2.6) ist || eine Aquivalenzrelation auf G.

ad (d) und EP
e Sei (p,G¥) € P x G beliebig vorgegeben.

e Da u # Oy, ist nach (Il) G € § bzw. p = p + Oxu € G}, und (nach (IIT))
GY || Gy.

e Sei umgekehrt Gy € § mit p € G} und G} || G¥ beliebig vorgegeben.
e Nach (a), (IT) und (IIT) ist dann G} = g, = p+ Kv =p+ Ku = G}.

GemifR (2.13) ist (P, G, [|) ein IREP und es gilt (d) (p||GYy) = G-

ad (Sax)
e Seien p # q,p' # ¢',r € P mit pq || p'q’ und r &€ Pq beliebig vorgegeben.
e Nach (c) ist pg = G7~P.
o Aus P7 || 7€ folgt P "= (¢'[[pg) und weiter (9'[|GP) = G%P bzw. ¢ =
p' + p(q — p) mit einem p € K.
e Daraus folgt  :=¢' + p(r —q) =p' + p(¢ —p) + p(r —q) = p' + p(r — p).

o Nunist p' + p(r —p) € p' + K(r —p)Ng' + K(r —q) = Gyr—pNG, " =
®'llpr) N (¢'l|ar), d.h. es gilt (p'[|pF) N (¢'llar) # {}-

Es gilt somit das Schnittaxiom (Sax).

Beweisschluff Da alle in (2.14) geforderten Voraussetzungen erfiillt sind, ist (P, G, [|)
ein Affiner Raum (AR).

Bemerkung

Die hier dargestellte Affine Geometrie ist ein spezieller Affiner Raum, d.h. Affine
Raume existieren.

2.16 (S)

Sind G, H Geraden eines AR, so folgt aus G )t H stets |GN H| < 1.
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Beweis Angenommen |G N H| > 1. Wegen [[;] wire dann G = H und, da ||

reflexiv, es wiirde G || H folgen.

2.17 (S)

In einem AR (P, G, ]|) gilt stets:

(Sax)* Sind p # ¢,p' # ¢' Punkte mit pq || p'q’, so gilt fiir alle r € P\ pg:

(I) Die Geraden p'q’, (p'||p7) (¢||q7) sind paarweise nicht parallel.
(ID) [@'llpr) N (¢'llgr)| = 1 und (p'||[pF) A (¢'[[gF) =: " € P\ p'q".

(@ Ipa) r/ (0 o)

P a

Abbildung 2.3: Zum (erweiterten) Schnittaxiom (Sax)*

Beweis

e Angenommen (p/||pr) || p'q’-

Dann wire p7 || (7'||pF) || P'q’ || P, und weiter, da || transitiv, p7 ||

=1 repg

Analog zeigt man (¢'||gF) }f ¢'p’ bzw. (¢'||F) n¢'p' = ¢'.

I —— -
(¢'|l77) "2 Pq’ und weiter, da || reflexiv, (o/|[pF) || 7¢

e Angenommen (p'||pF) M (¢'||[gF) =: r' € p'q’. Dann wire
— entweder 7' # p', d.h. (p'[[pF) L p'r' 4
@'llpr) |l p'e’
— oder 1 = pf, d'h. 1’ # ¢ baw. (¢'[l7r) 2 g 2
Refelxivitiat von || folgen wiirde (¢'||q7) || p'¢’

Damit ist 7' & p'q’

2.18 (D)

Demzufolge ist (p||pF) }f p'q’ und nach (2.16) folgt (¢'||pr) Ap'q’ = p'.

__ (2.13)
pg ~

g.e.a.

Angenommen (p'||pF) || (¢'||g7). Dann wére nach (2.13) und (Sax) (p'|[pF) =

g.e.a.

Demzufolge ist (p'[[PF)  (¢'[[77) und nach (2.16) folgt |(p'[PF) N (¢|7F)]| = 1.

p'q’, und weiter, da || reflexiv,

q.e.a.

p'q', woraus wegen der

g.e.a.

Ein AR (P, G, ||) heifst Affiner Desargues’scher Raum —kurz ADR —, wenn der Affine

Satz von Desargues (AD) gilt (vgl. Abbildung 2.4):

Sind G1,Gs,G3 drei verschiedene Geraden durch einen Punkt Z und
a;,b; fiir i = 1,2,3 Punkte, die a;,b; € G; \ Giy1 geniigen, so folgt aus

a1az3 || b1b2 und azaz || babs auch stets azay || bsby.
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G3
b3
a3
Z a2 bZ GZ
a'1
bl
Gl
Abbildung 2.4: Zum Affinen Satz von Desargues
2.19 (S)

Aff(gV) ist auch stets ein ADR.

Beweis Seien G4 = G1,G2,G3 Geraden und a;, by Punkte, die die Voraussetzun-
gen von (AD) erfiillen.

Aus G1 # G2 # G3 # G4 folgt mit [I1], dak

GiNGy=GynNG3=G3 NGy =: Z.

Aus a;,b; € G; \ Giy1 folgt Z & {a1,a2,as3,b1,b2,b3}. und weiter G; L]
— (2.15) s

za, = G¥ *firi=1,2,3.

Da by € Gy, 1aBt sich by darstellen als by = z + p(a1 — z) mit einem eindeutig
bestimmten p € K.

Angenommen p = Ok, dann wire by = 2z q.e.a. , daher ist p # Ok.
Esist 2+ p(az —2) = 2+ plar —2) + plaz —a1) = b1 +p(az —a1) € GaNG? ™!

1
und weiter Ga N G,‘fffal = G2 N (bi]|araz) b1 G2 {b2},
also zusammengefasst: z + p(as — 2) € {b2} bzw. ba = z + p(a2 — 2).

Esist z+p(as—2) = z+plaz —z) + p(as —a2) = ba+p(as —az) € G3 ﬂng_”

und weiter G2 N G2 2 = G N (b||azas) bags {b3},
also zusammengefasst: z + p(as — 2z) € {bs} bzw. b3 = z + p(az — 2).

Demzufolge ist by — by = (2 + p(az — 2) — (z + p(a; — 2))) = p(az — a;) und
weiter K (bs — b1) = K(p(as —a1)) = (Kp)(as —a1) = K(az — ay).

SchluBendlich ist b;bs = Ggffbl || G332~ = ayas.

Damit gilt in Aff(xV') stets (AD).

2.20 (S)

In einem ADR gilt stets der Kleine Affine Satz von Desargues (Ad):

Sind G1, G2, G35 drei verschiedene parallele Geraden und a;,b; fir i =
1,2,3 Punkte, die a;,b; € G; geniigen, so folgt aus aias || bibs und
asas || b2b3 auch stets asza; || b3b1.
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Y
a
/ /
s /
Ve
G3 aB b3/ -
v b
—
/ —\" -
G —
B P — 7a, b,
- -
G

Abbildung 2.5: Zum Beweis des Kleinen Affinen Satz von Desargues

Beweis Sei (P,G,]||) ein ADR und seien G1,G2,G3 Geraden und ay,b; fiir i =
1,2, 3 Punkte, die die Voraussetzungen von (Ad) erfiillen.

e Nach (213) gllt GiNGy =GaNGE3 =G3nNGy = {} woraus ap 75 as ;ﬁ as 75 a1
und b1 ;ﬁ b2 ;ﬁ b3 75 b1 sowie a; € Gj fiir 4 75] fOlgt.

e Im Fall a; = a, 146t sich folgern:

— Es gllt as = WQG2 — (al”m) QG2 a1a2:|b1b2

(bﬂlm) NGy = bibs MGs = by, also as = bs.

— Es gilt weiter a3 = @az M G3 = (a2||azaz) N G3 a2ag]b2bs
(bs||b2bs) M G3 = babs M G = bs, also az = bs.
Aus a; = by erhilt man also @za; = bsb; bzw. azay || bsb:.
e Analog zeigt man aza; = bsby, falls ay = by oder as = bs.
e Sei ab hier also a; # b; fiir ¢ = 1,2, 3 vorausgesetzt.

T T
e Gilt a3 € ayaz, so folgt azaz [zl] aza3 [zl] asaj.

— Damit und nach Voraussetzung ergibt sich bibs || a1az = azaz || b2bs,
woraus folgt by ba || babs.

(L]

— Man sieht also, daff byby = bobs 4 bsby, bzw. Gza; = araz || biby = bsb;.

— Kurz gesagt: azay || bsby, falls a3 € aras.
e Wir diirfen ab hier aufer a; # b; fiir ¢ = 1,2,3 auch noch a3 ¢ ayaz voraus-

setzen.

e Esist ayas || bibo und @zaz || bebs (EP] (b ||azas).

Nach (Sax)* folgt (b ||azar) Mbabs =: by € P\ byby.

o Hieraus lesen wir ab by # by und byby = (bi||azar) || @zar
bgbl Nbiby = {bl} ~> bl3 € bybs

e Angenommen b} € G3, dann wire, da G3 = agbs, {as,bs, by} ein Dreieck.

e Angenommen by = by, dann wére aiaz || byby = beby || G2a1 und es wire
as € a3 = a0 g.e.a.

e Daher muf b # by sein. L
Demzufolge ist baby = bsby bzw. b3bh || babs, woraus nach (Sax)* wiederum
folgt, dak (b2||bsas) M (bs||bsas) =: z € P\ babj.
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e Wegen by € G2 und bsag = G3 || G2, gilt (ba||bsas) = Ga, d.h. z € Ga.

e Angenommen z = as.
Dann wiire b3 € Zaz = aaa3 || babz D by bzw. azaz = bebz. Weiterhin wiire
GQZMQGQZ%QGQZI)Q qg.e.a.
Demzufolge mufl z # a- gelten.

e Angenommen z = bs.
Dann wire byaz = Zaz = byas = babs bzw. a3 = bhaz N G3 = babs M G5 = b3
g.e.a.
Demzufolge mufs z # by gelten.

e Aus Zag = Gy = zby folgtzas ||_zT2 und, da as € Zaz, es folgt nach (Sax)*
(z||zar) M (be||azar) =: b) € P\ 2bo.

e Esist (z||za;) = za; und (by||@zar) = beby, woraus by = Zag M boby folgt.

e Die Geraden Za; , zas und Zag erfiillen zusammen mit den Punkten
a1,az, as, by, by und by die Voraussetzungen von (Ad).
Demnach gilt @za; || b5b) || byb1, bzw. by, || bsby und es folgt nach (2.13)
bybi = bib.

o Weiterhin ist b) € b4bi N biby = bib Nbiby = {1} ~b=b

o G1 = a1by = a1 b} = Zag, woraus folgt z € Gy N G2 = {} q.e.a.

e Daher muf b} € G sein, d.h. b € bab3NG3 = {b3}, was bedeutet, daf by = bs.

Damit haben wir: b3b; = b3b; || azar.

Es gilt somit der Kleine Affine Satz von Desargues (Ad).

2.21 (D)
Ein IR (P, 9) heiltt trivial, wenn gilt: (P, G) besitzt kein Dreieck.

Warum trivial? Ist (P, §) ein trivialer IR, so gilt

entweder |P| < 2 Kl S={} ~ (%9 'l @, {}H.

oder es gilt |P| > 2: Sei dann G € G beliebig vorgegeben. Nach [I1] und [I5] wire
dann G = pg mit p,q € G und p # q. Sei weiterhin ein z € P beliebig vorgegeben.
Angenommen z € G, dann wire {p,q,z} € P ein Dreieck q.e.a. (wir gehen von
einem trivialen IR aus). Daher folgt aus z € pg, dak G = P und weiter (P,§) =
(P, {P}), d.h P ist die einzige Gerade des IR (P, ).

2.22 (S) Existenz und Eindeutigkeit des vierten
Schnittpunktes in einem Paralleogramm

Ist {a,b,c} C P ein Dreieck eine AR (P, G, ||), so gilt
(cllab) 7 (bljac) =: d

mit eindeutig bestimmtem d € P
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c | d c=qg=p

a ! b a=r b=p=q
Abbildung 2.6: Eindeutigkeit eines Paralellogramms

Beweis Sei {a,b,c} C P ein beliebig vorgegebenes Dreieck eines AR (P, G, ||).
e Setzea=:r,b=:p=:¢,c=:1q=:p.
e Dann ist pg = bc = p'q’ bzw. pq || p'q’ und r ¢ pq.
e Nach (Sax) ist dann (p'||pF) M (¢'||g7) =: d € P eindeutig bestimmt.
e (p'|pF) = (c||ab) und (¢'||gF) = (b||@c) folgt die Behauptung.

2.23 (D+S)

(a) Ist (P,9) ein IR und a € P, so heifit <a>:= {G € §|a € G} das Geradenbin-
del durch a.

(b) Ist (P,G,||) ein nicht trivialer AR, so gilt |<a>| > 3 fiir alle a € P.

~\/~

Abbildung 2.7: Geradenbiindel

Beweis
(a) Definition, nicht beweisbar.
(b) Sei (P,G,]]) ein nicht trivialer AR und a € P beliebig vorgegeben.

e Dann existiert ein b € P\ {a}.

e Angenommen ab D P, dann wire (P, G) trivial q.e.a.; daher existiert ein
c € P\ ab

e Damit ist ab # @c und (c||ab) N (b||ac) %2 depist eindeutig bestimmt.

e Angenommen d € ab, dann wiirde aus d € abN (c||lab) nach (2.13) folgen,
daR ab = (c||lab), bzw. dak c € ab q.e.a.; daher ist d ¢ ab und es folgt
ad # ab.

e Angenommen d € ac, dann wiirde aus d € a¢N (b||ac) nach (2.13) folgen,
da @c = (b||ac), bzw. da b € ac q.e.a.; daher ist d ¢ @c und es folgt
ac # ad.

e Wir haben gezeigt, daf ab # ac # ad # ad, also |{ab, @z, ad}| = 3.
Hieraus folgt die Behauptung |<a>| > 3.
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2.24 (S+D)

In einem AR (P, G,||) mit G # {} gilt fiir alle G, H € §

|G| = |H] =: ord(P, G, [])

und es heiflt ord(P, G, ||) die Ordnung des AR (P, G, ||)-

Beweis

Seien G, H € § mit G # H beliebig vorgegeben. Dann ist entweder G || H

(Fall T) oder G }f H (Fall II).

0 e

Es gilt GN H = {}. Wihle ein go € G und ein hg € H.

H
Fir p:dC 7 H gilt o € Abb(G, H).
g+~ (gllgoho) M H =: g¥

H—g .
Fiir ¢ : - It ¢ € Abb(H, G).
e {h + (hllgoho) A G =: h¥ gl ( )
Sei g € G beliebig vorgegeben. Wahle es so, dak ¢g¥ =: h € H und
) —— [EP —
h¥ =: ¢’ € G mit h € (g]lgoho) = (hllgoho) > g'-

Damit ist g' = h* = (hllgoho) A G = (gllgoho) N G = g,
also g¥¥ = ¢’ = g, woraus @t = idg folgt.

Analog erhilt man ¢y = idg.
Damit ist ¢ Bijektion von G auf H, d.h. |G| = |H|, falls G || H.

Im Fall G )t H wihle go =: 1y € G.

Setze G } H || (gol|H) =: L. Da || transitiv ist, folgt G } L bzw.
GNAL= 9o = lo.

Setze G \ {90} =:Go und L \ {lo} =: Lo, dann ist Go N Ly = {}
Wiéhle g, € Go,l1 € Ly, dann ist {g, = lo, 91,11} C P ein Dreieck.
GO — LO

- o gllt} a € Abb(Go,Lo)
g+ (gllgilhl) MLy =: g

(Sax)*: Fiir a : {

4 LO — GO ‘

F : R It eb = Abb L ,G ‘
" {l'—> (g M Lo =18 & ° enso 3 (Lo, Go)

Sei ein g € Gy beliebig vorgegeben. Wihle es so, dafs g® =: 1 € Ly und

g i — [EP| . —— .

daR 1P =: g € Go mit I € (g||g1l1) [EP] ()2 G =g

Daraus folgt § = 1° = (Illg:ly " Go = (glll1g1) N Go = g,
also g*# = § = G, bzw. af = idg,.

Analog erhélt man fa =idyg,.

Damit ist a Bijektion von Go auf Ly, d.h. |Go| = |Ly|, woraus folgt
|G| = |Go| +1 = |Lo| +1 = |L].
Wegen L || H folgt mit Fall I |G| = |L| = |H|, falls G }f H.

Damit ist |G| = |H| fiir alle G, H € §.

2.25 (A)

Es seien A, B Mengen und ¢ € Abb(A, B),1 € Abb(B, A).
Zeige: Ist pp = id4 und ¥y = idp, so gilt ¢ € Bij(4, B).
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Losung
Seien 1,72 € A mit ¥ = 25 =: y € B beliebig vorgegeben. Dann ist
ida

p =i =2V = (af)Y = (2%)V =2 = i =2y

Damit ist ¢ injektiv.
Sei y € B beliebig vorgegeben. Setze y¥ =: x € A. Dann ist

zf = () =y¥¥ =y =y
Damit ist ¢ surjektiv und somit auch bijektiv.
2.26 (D-+A)
Pot(B) — Pot(A)

y—yi:={zeAlz* €Y}
eine Abbildung von Pot(B) nach Pot(A), d.h. es gilt @ € Abb(Pot(B), Pot(A)).

(a) Sind A, B Mengen und o € Abb(A, B),soist & :

(b) Beweise oder widerlege die folgende Behauptung:
Sind A, B Mengen und ist a € Abb(A, B), so gilt fiir alle Ay, Ay € Pot(A)
und fiir alle By, By € Pot(B) stets:

(i) (A1 U Ap)® = A% U Ag
(if) (A1 NAy)* = AF N AY
(iii) (By U B2)%® = Bf U BS
(IV) (B1 n Bz)& = Bii N B2a
Losung

(a) Definition

(b) (1) L] A1 U A2 D) Al A (Al U A2)a = A}.
Ay A$
e Damit ist (A1 U As)* D A U Ag
o Seiy € (A1 UA2)* beliebig vorgegeben. Dann existiert z € A4; UAy :
¢ =y.

entweder z € A1 ~ a® =y € Ay C AU AS
oderz & A; ~ £ € Ay ~ z* =y € A C Af U AS
e Damit folgt: AY U AF D (A1 U Az)® und weiter

e Daraus folgt {

(A1 U Ag)® = A2 U AZ

.. A DAL N A, MA?D(Al ﬂAQ)a o o o

(ii) e {AQDAlnAQ o A3 > (A1 N Ap)° ~ (A1 NAy)* C AN AS
e Aber: Sei A1 = {1,2} Ay = {3,4} Dann ist A1 N Ay = {}

o Setze z® =1 fiir = 1,2, 3,4. Damit ist A N A = {1} # {}, aber
(A1 N A)* = {}* = {}, d.h die Behauptung (ii) ist falsch!

(iii) Die Behauptung ist wahr, der Beweis geht analog zu (i).
(iv) Die Behauptung ist wahr, der Beweis geht analog zu (i).



96 KAPITEL 2. INZIDENZ- UND AFFINE RAUME

2.27 (D+S)
Es sei (P,G,]|) ein IREP.
(a) Eine Abbildung 6 : ::; heift Dilatation, wenn fiir alle (p,q,G) €
PxPxGmit g€ (p] G) gilt
P e@|q)

(b) Die Menge {0 € Abb(P) |4 ist Dilatation} =: D bildet — Nacheinanderausfiih-
rung von Abbildungen als Verkniipfung genommen — ein Monoid (D, -) mit
idp als neutralem Element.

G (PIG) PlIG)

Abbildung 2.8: Dilatation

Beweis
(a) Definition, nicht beweisbar.
(b) e Seien 01,92 € D beliebig vorgegeben.
Nach (a) ist d; - 2 € Abb(P). Ist auch §; - d; € D?
e Seien (p,q,G) € P x P x G mit ¢ € (p || G) beliebig vorgegeben.
e Dad; € D, ist ¢°* € (p || G). Da auch d, € D, ist ebenso (q‘sl)(s2 €
(@)= 1 G).
e Demzufolge ist 01 - d2 € D und (D, ) ist Untergruppoid von (Abb(P),-).

e D C Abb(P) und (Abb(P),-) ist assoziativ. Nach (0.21) ist dann auch
(D, -) assoziativ.
Damit ist (D, -) Unterhalbgruppe von (Abb(?P),-).

e Esist ¢'¥ =g € (p|| G) = (p'?” || G), daher ist idp € D.
Damit ist (D, -) Untermonoid von (Abb(P),-), d.h. es gilt (b).

2.28 (S+D)
Es sei (P, G,||) ein nicht-trivialer IREP und § € D.
(a) Ist & nicht injektiv, so gilt P° = {z° |z € P} = {a} mit einem a € P.

PP
gzl ;=qfiralleze?P
Dilatation mit P% = {a}.

(b) Die Abbildung 4, : ist fiir jedes a € P eine
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(c) Die Elemente der Menge {0, |a € P} =: Ay C D heiflen ausgeartete Dilata-
tionen

(d) Zu beliebig vorgegebenen p, q;a,b € P mit p # ¢ existiert im Fall a = b genau
eine Dilatation 6, die p® = a und ¢° = b geniigt, néimlich §, € A,.

Bewelis

(a)

Ist § € D nicht injektiv, so withle p,q € P mit p # q und p? = ¢° =: a.
Sei z € P\ pg beliebig vorgegeben.

Setze PZ =: G und ¢z =: H. Dann ist nach [EP| z € pT = (p || G) bzw.
zeqz=(q| H).

5 s =
Da g € D, folgt {;fa ee((gé |||| I% _ EZ H ff))
H) =:D > {a}.

Angenommen |D| > 1. Nach [I1] wire dann (a || G) = (a || H), also
G| (@] G)=(al| H) || Hbzw. G || H. Nach (2.13) wire damit
G = H =pg und, da z € G, auch z € pq. q.e.a.
Dabher ist |D| < 1.

}. Daher ist 20 € (a || G)N(a ||

Folglich ist D = {a} und weiter 2° = a fiir alle z € P \ pg.

Bis hierher haben wir gezeigt: ° = a fiir alle z € P \ ww, falls fiir
u,v € Du# vund vl =v° = a gilt.

Wihle ein r € P\ pg (moglich, da (P, G) ein nicht-trivialer IR ist).
Dann ist 7° = a = p°, d.h. es gilt y® = a fiir alle y € P\ pr.

Wegen r & pq gilt pr # pq und nach [I;] folgt pr M pg = p.

Damit ist 2° = a fiir alle z € pg \ {p} und es folgt, da p° = a, daR
P :={x°|z € P} = {a}, d.h. es gilt (a).

Sei a € P beliebig vorgegeben.

PP .
Setze 4, : {x g aVreP dann ist P’ = {a}.

Seien (p,q,G) € P x P x G mit ¢ € (p || G) beliebig vorgegeben.

s
Esist ¢ =a € (a|| G)"=" (p° || G). Nach (2.27) folgt daraus 8, € D,
d.h. es gilt (b).

(c) Definition, nicht beweisbar.

(d)

Seien p,q € P mt p # q und a € P beliebig vorgegeben.

Sezte {§ € D |p® = ¢° = a} : D,. Nach (b) ist dann J, € D,,.

Sei umgekehrt &, € D, beliebig vorgegeben.

§ ist nicht injektiv und es folgt P° = {z° |z € P} ® {9’} = {a}, dh.
®=aVaze P, also § = d,. Damit ist D, C {5,}-

Folglich ist D, = {d,}, d.h. es gilt (d).
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2.29 (S)

It (P,G,]]) ein nicht-trivialer IREP und sind p,q;p'q¢’ € P beliebig vorgegebene
Punkte, die p # ¢ und p’ # ¢’ geniigen, so gilt stets:

(+) Es gibt hochstens eine Dilatation &, die p? = p’ und ¢° = ¢' geniigt.

Existiert eine solche Dilatation, so gilt

(i) pa |l p'e’
(ii) & € Bij(?P)

(iii)

@G ={a’|z€(@|G)} = | G) €S fir alle (p,G) € P x §.

(iv) Die Umkehrabbildung 6~1 ist ebenfalls eine Dilatation mit (r || G)°~ =

(" || @) fiir alle (r,G) € P x G.

Beweis

Sei (P,G,]|) ein nicht-trivialer IREP, § eine beliebig vorgegebene Dilatation,
die p® = p’ und ¢° = ¢’ geniigt, und seien p, ¢; p'q’ € P beliebig vorgegebene
Punkte, die p # ¢ und p’ # ¢’ geniigen.

Es gilt ¢ € pg = (p || pg und damit ¢’ = ¢° € (p° || pg) = (¥’ || P9), da §
Dilatation ist. Damit ergibt sich Aussage (i).

p° O {p°,¢°} = {p',q'}. Daher ist |[p’| > 1 und § ist injektiv.

Sei z € P\ pg beliebig vorgegeben.

Da é Dilatation ist, folgt aus {.7: < bz = (Pl p_x}, daf
zeqe= (¢l

2’ € (P || pz = (¢ || pz) * 5 — (ol 1l ) A (o
{xé c@ @ =7 | (Sax)* besagt dann, daf z° = (p' || %) M (¢’ ||

@) € P\ p'7.

Damit is‘ﬂs fiir alle z € P\ pg durch p, ¢;p'q’ eindeutig bestimmt und es ist
€ P\pyq'. L

Daraus folgt: §|p\pg ist injektive Abbildung von P\ pg nach P\ p'q’ und durch
p,q;p'q eindeutig bestimmt.

Sei y € P\ p'q’ vorgegeben.

Nach (Sax)* ist (p || p'y) M (¢ || ¢'y) =: = € P\ pg eindeutig bestimmt und
T - -

e 2 (]| 77) || 7.

=2, o
Analog: 7 =" (¢l ¢'y) | d'y

: — __\ [EP] — —
Demnach ist 2° = (p' || p7) A (¢' [l 7@) =" (' | Py) A (d' | ¢2) = .
Damit ist 6|p\p; eine Bijektion von P\ pg auf P\ p'q’ und 6|p\5q ist durch
p,q;p'q eindeutig bestimmt.

Wihle ein r € P\ pg (mdglich, da (P, S, ||) nicht-trivial). Dann ist #° =: 1/ # p'
und r' € p'q’.

p,r;p',r' € P geniigen daher p # r und p' # ' und p® = p' sowie rd = r'.
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e Damit ist §|p\pr eine Bijektion von P\ pr auf P\ p'r’ und d|p\p ist durch
p,r;p'r' eindeutig bestimmt.

r € Dq pgApr=p . _
e Nach [[;] folgt aus {r' €p’_q’}’ dafy {p’—q’ﬂW =p'} und weiter, daft pg \
{p} C P\ pr.
e Seiy € p/q’\ {p'} beliebig vorgegeben, dann existiert ein z € P\pF : a’® = y.
e Damit ist § surjektive Abbildung von P audf P und es folgt Aussage (ii).

e Mit den bisherigen Aussagen wird ferner gezeigt, dak § durch p,q,r;p'q’, 7’
bereits eindeutig bestimmt ist. Weiterhin ist v durch p, g; p'¢’ bereits eindeutig
betimmt,.

Folglich ist § durch p, ¢; p'q’ bereits eindeutig bestimmt, d.h. die Kernaussage
(+) ist bewiesen.

e Sei (p,G) € P x Gund z € (p || G) beliebig vorgegeben.

e Da § eine Dilatation ist, folgt z° € (p° || G) und weiter (p° || G) D (p || G)°
fiir alle (p,G) € P x G.

e Wegen (ii) existiert zu § eine Umkehraabildung §—!. Ist diese ebenfalls eine
Dilatation?

e Sei (p,q,G) € P x P x Gmit g € (p]| G) beliebig vorgegeben.
entweder p = ¢ : qa—l = p‘s_l € (Prl I G)
e Dann folgt < oder p # g : w|lG)=pg; ¢ # P

-1 — — -1 Te—1 s—1
und ¢° €pT P =0 (| p7T0TY)

. -1 —1\d || T5=1 5-1 “S-1 _5-1 —_
. Daumltlstq:q‘s s ¢ ((p5 ) ||p6 lqé 1) = (p||P5 1515 1) =pq=(p||G),
also @ || (pIIP ) = (1| G-

e Da || transitiv ist, folgt p° '¢%~" || G und weiter ¢° € (pd'l I pd—lqé—l) _
1
(» " 16).

e Es gilt also in jedem Fall ¢ € (p‘s_1 || G), d.h. 6= ist Dilataion mit

p? =pund ¢° =g sowie p' #¢';p #q.

o Folglich ist (r® || G) D (r || G)d_1 fiir alle (r,G) € P x G.
e (pllG) = (pgé‘l 1&) 2@ 1G)° ~ @I’ 2@ 16 =@l
G) > (p|l G)

e Damit ist

5
lG) =0"16)ea
fiir alle (p,G) € P x G, d.h. Aussage (iii) ist gezeigt.
e Angewandt auf §~! statt auf § ergibt sich analog:
6t -1
®lG)” =@ G eq

fiir alle (p, @) € P x G, was Aussage (iv) beweist.
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2.30

An dieser Stelle endet meine Mitschrift.



Korrekturen

Bisher wurde in diesem Dokument folgende Korrekturen vorgenommen:

Vers.- Datum Art der Anderung
Nr.
2,7 08.03.03 Die beiden alten Skripte wurden in ein neues zusammengefiihrt,

im Layout {iberarbeitet, im Satz vereinheitlicht und mit Inhalts-
und Abbildungsverzeichnis sowie einem Index versehen.
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