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Die nachfolgenden Ausfiihrungen stellen eine Zusammenfassung einer Einheit dar,
die ich im Rahmen des Seminars Einfiihrung in die Didaktik der Linearen Algebra
und Analytischen Geometrie hielt, das im Sommersemester 2004 unter der Leitung
von Herrn Hon. Prof. Dr. Glinther Steinberg veranstaltet wird.

1 Einleitung

Im Curriculum der Sekundarstufe II (in Niedersachsen) ist die Analytische Geo-
metrie nicht zwingend vorgesehen, sondern fakultativ. Tatséchlich wird sie aber an
sehr vielen Schulen in den Jahrgéingen 11 bis 13 anhand von Standardproblemen
eingefiihrt. Dabei wird auch das Feld der Linearen Algebra beriihrt.

Eines dieser Standardprobleme ist der Abstand windschiefer Geraden. Ich m&chte
in diesem Dokument drei verschiedene mathematische Losungsmethoden vorstellen
und eine vierte skizzieren. Die didaktischen Aspekte dieser Methoden werden an
gegebener Stelle erldutert.

2 Wann werden windschiefe Geraden behandelt?

Betrachtet man die Stoffverteilungspldne an den Schulen, wird man feststellen, dafs
die Abstandsbestimmung zwischen windschiefen Geraden in der Regel als eines der
letzten Probleme in der Analytischen Geometrie behandelt wird. Es stellt eine Ver-
allgemeinerung der Probleme Abstand Ebene-Ebene, Abstand Punkt-Ebene und
Abstand Punkt-Gerade dar.

Demzufolge sollten die SchiilerInnen vertraut sein mit den verschiedenen Darstel-
lungsweisen von Geraden und Ebenen im R?; wesentliche Stichworte sind hier die
Parameter- und die Normalenform. Ebenso sollte das Losen linearer Gleichungssy-
steme (LGS) behandelt und in Form von Schnittpunkts- und Schnittgeradenbestim-
mung mit der Analytischen Geometrie verkniipft worden sein.

Bei der Normalenform von Ebenen und Geraden wird auch das Skalarprodukt ein-
gefithrt, mit dessen Hilfe man ein Kriterium fiir die Orthogonalitét zweier Verktoren
hat. Die dritte von mir vorgestellte Methode setzt dariiber hinaus das Vektorpro-
dukt zweier Vektoren als gegeben voraus.



3 Ein erster Zugang iiber ein Modell

Wann sind zwei Geraden windschief? Die mathematische Definition besagt, daf
zwei Geraden zueinander windschief sind, wenn sie

e keinen gemeinsamen Punkt (Schnittpunkt) haben und

e zueinander nicht kollinear sind.

Beide Kriterien sollten den SchiilerInnen bekannt sein, zumindest aus der ebenen
Geometrie der Sekundarstufe 1. Vor jeder Abstandsbestimmung an konkreten Bei-
spielen sollten diese Kriterien gepriift werden. Die Priifung auf Schnittpunktfreiheit
kann dabei als Training fiir das Losen eines LGS herangezogen werden. Anhand der
Priifung auf Kollinearitdt kénnen Begriffe wie Orts-, Stiitz- und Richtungsvektor
wiederholt werden.

Da einige SchiilerInnen haufig Probleme mit dem Schrégbild von raumlichen Gera-
den haben, die zu Fehlinterpretationen fiithren (,Die Geraden auf der Tafel haben
doch einen Schnittpunkt“), empfiehlt es sich, den Klassenraum als dreidimensiona-
len Anschauungsraum zu betrachten. Man kann zwei windschiefe Geraden mit zwei
Schniiren modellhaft nachbilden, die quer durch den Raum gespannt werden. Den
Koordinatenursprung kann man dann in einer Ecke des Raumes definieren, von der
aus dann die Orts- und Stiitzvektoren in den Raum zeigen. Auch diese kann man
mit Schiiren modellieren.

Wenn man dieses Modell im Klassenraum héngen hat, sollte man alle Schritte,
die zur Losung des Problemes notwendig sind, immer wieder sowohl im Schragbild
als auch am Modell verdeutlichen, um die Gefahr von Unter- wie auch die von
Ubergeneralisierung moglichst zu minimieren.

4 Kriterien fiir den kleinsten Abstand

Man kann die Schiilerinnen und Schiiler nun Hypothesen formulieren lassen, welchen
Abstand die so modellierten Geraden voneinander haben und wo dieser kleinste
Abstand zu finden ist. Von den vorher behandelten Standardproblemen (s.o.) wissen
die SchiilerInnen, daf mit ,,Abstand“ stets der kleinste Abstand gemeint ist.

Ein weiteres, bei der Hypothesensuche vielleicht hilfreiches Modell sieht wie folgt
aus: Man nehme zwei Besenstiele, die Geraden darstellen und fordere vier Schiile-
rinnen oder Schiiler auf, diese windschief in den Raum zu halten. Spannt man nun
dazwischen ein Gummiseil, das mit zwei Schlaufen frei auf beiden Stielen gleitet, so
wird dieses bestrebt sein, den kleinsten Abstand zwischen den Geraden einzuneh-
men.

Egal, wie die SchiilerInnen nun die Besenstiele zueinander halten, jedesmal nimmt
das Gummiseil den kleinsten Abstand ein. Man kann mit diesem Modell nun die
verschiedensten windschiefen Geraden darstellen und die SchiilerInnen nach Ge-
meinsamkeiten suchen lassen. Mit Hilfe des Tafel-Geodreiecks werden sie recht bald
feststellen, dafl das Gummiseil immer senkrecht auf beiden Besenstielen steht. (Das
Seil muk dabei sehr frei gleiten konnen, evtl. sollte man Rollen zu Hilfe nehmen.)

Diese Hypothese ist Ausgangspunkt und (vorldufig) einziges Kriterium fiir die wei-
teren Uberlegungen. Thr Aussagegehalt sollte daher auf etwa folgenden Satz konkre-
tisiert werden: ,Der Vektor, der den kleinsten Abstand zwischen zwei windschiefen
Geraden im Raum beschreibt, steht senkrecht auf beiden Geraden.“



Es ist wichtig, diese Hypothese auf ihren Wahrheitsgehalt hin zu {iberpriifen. Mathe-
matisch 148t sich dieser Sachverhalt sehr leicht mit Hilfe des Satzes von Pythagoras
belegen, wie Abbildung 1 zeigt.

Abbildung 1: Der Abstandsvektor windschiefer Geraden

Der Verbindungsvektor UV sei der Abstandsvektor der Geraden g und h. Jeder
Punkt V' # V € h bildet mit den Punkten U und V demnach ein rechtwinkliges
— — —

Dreieck. Nach dem Satz des Pythagoras gilt dann [UV’|? = |UV|? +|VV’|?, woraus
folgt:

[— —

UV’ = [UV]
Analoge Folgerungen gelten fiir alle Punkte U’ # U € g. Damit bildet U—\} den
kleinsten Abstand.

Man kann dies wiederum am Fadenmodell belegen, wenn man z.B. das Tafel-Geo-
dreieck und einen Faden zu Hilfe nimmt. Man hélt nun das Geodreieck im Punkt U
senkrecht an die Gerade g und bildet somit mit der Kante den Verbindungsvektor
ﬁ nach. Mit Hilfe des Fadens kann man nun zeigen, daf jede denkbare Strecke auf
den beiden oben dargestellten Dreiecken langer ist als die vom Geodreieck belegte
Vektorlange.

5 Abstandsberechnung

Wir wissen nun, daf ein Vektor, der den kleinsten Abstand zwischen zwei wind-
schiefen Geraden beschreibt, senkrecht auf beiden Geraden steht. Diese Bedingung
kann man fiir die Berechnung des Abstandes heranziehen.

Betrachten wir die windschiefen Geraden
B -3 4 . 8 4
g:X=19 |+)2|-1 und h: X =1[4]+u]3
0 8 4

——

(€

G i H ¥
deren Abstand im Folgenden bestimmt werden soll. Auf den Nachweis, daf die
Geraden windschief sind, wird hier verzichtet. Die / Der geneigte LeserIn moge ihn
selbst erbringen.

5.1 Methode: Allgemeiner Punkt

Wir bestimmen je einen Punkt auf der Geraden g bzw. auf der Geraden h. Grundidee
dieser Methode ist, dat man diese beiden Punkte auf den jeweiligen Geraden frei



bewegen kann. Bildet man zwischen beiden Punkten den Verbindungsvektor, so
muf man die Punkte so verschieben kénnen, daf dieser Vektor senkrecht auf beiden
Geraden steht und somit den Abstandsvektor représentiert. Man bildet quasi das
oben beschriebene Besenstiel-Modell nach.

Die Punkte auf der Geraden g werden beschrieben durch den Ortsvektor

. =3 +4A
Xg=1| 9-2A
8A
Analog folgt fiir einen beliebigen Punkt auf der Geraden h
. 8+4p
Xh =4+ 3/1,
44 4p

Der Verbindungsvektor zwischen den beiden Punkten hat demnach die Form

11+ 4p — 4

e m—

Xth: *5+3,UJ+/\
44+ 4p— 8

Nun soll X,X), senkrecht auf beiden Geraden stehen, d.h. A und y miissen dement-
sprechend gewahlt werden.

Die SchiilerInnen sollten an dieser Stelle selbsténdig die methodische Verbindung
zum Skalarprodukt herstellen (Lernen als gedankliche Vernetzung). Sie sollten fer-
ner wissen/verstanden haben, daf man die Richtungsvektoren einer Gerade frei
entlang dieser verschieben kann (siehe Abschnitt 7.1). Die Schlussfolgerung, daf,

da der Vektor X,X; auf beiden Richtungsvektoren senkrecht stehen soll, deren
Skalarprodukt gleich Null sein muf, kommt dann recht schnell zustande.

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich ein lineares Gleichungssystem

—
X, Xp" -u=0: 411 +4p—4N) — (=5 +3u+A) +8(4 +4u—8X) =0
X, X3 T 0=0:  4(11+4p—4N) +3(=5+3u+ ) +4(4+4u—8\) =0

81 +451 — 81X =0
454+ 41p — 450 =0
mit den Losungen A =1 und p = 0.

A = 1 eingesetzt in g ergibt U(1|8|8), u = 0 in h eingesetzt ergibt V(8|4|4). Eine
allgemeine Darstellung des Abstandsvektors gewinnt man nun, wenn man den Ver-
bindungsvektor UV bildet und als Richtungsvektor auffait; als Stiitzvektor kann
der Ortsvektor von U (oder V) dienen:

. 8
n: X=[4]+v| 4
4 4

Der Abstand berechnet sich zu d(g, h) = |ﬁ| =9

5.2 Methode: Vektorkette

Man bestimmt aus der Bedingung, daf der Abstandsvektor U—‘)/ senkrecht auf bei-
den Geraden steht, zunichst dessen Richtungsvektor 7. Dann betrachtet man eine
geschlossene Vektorkette geméf Abbildung 2.
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Abbildung 2: Geschlossene Vektorkette

Der Richtungsvektor 7 steht senkrecht auf @ und o

T

3
S

=0: 4ny —no +8nz =0
=0: 4ng 4+ 3ng +4nz =0

T

St
<y

Zwei Gleichungen mit drei Unbekannten, demzufolge mufl es einen Freiheitsgrad
geben. Das LGS hat die Lésung v (_{). Wihle 77 = (_{).

Die Vektorkette stellt sich demnach wie folgt dar:

_—_ — == — o
GH+HV+VU+UG = 0
T T - .
GH +pv+oii+Xi = 0 ||-7
il GH +aT - pi+il o+ 7@l Mg = 0
=0 =0
il GH +oi” i = 0
Daraus folgt
ar.gH o1 () ([
0’:—7ﬂ2 :_8_1 4 . —5 =1
" 4 4

Daraus laft sich der Abstand der Geraden ermitteln:

—
d(g,h) = |VU| = |o7i] =9

Braucht man noch die Punkte U und V, so setzt man o und 7 in die Vektorkette
ein und 16st das entstehende LGS fiir © und A.

5.3 Methode: Parallele Ebenen

Diese Methode beruht auf der Mdoglichkeit, zu zwei windschiefen Geraden genau
ein Paar paralleler Ebenen zu finden, in denen ¢ und A liegen. Der Abstand der
Geraden ist dann gleich dem Abstand der Ebenen.

Der Ansatz fiir diese Losung konnte die Uberlegung sein, daf man z.B. die Gerade h
parallel so projizieren kann, daf die so konstruierte Gerade h’ sich mit g schneidet.
Der Schnittpunkt U bildet dann den Aufpunkt einer Ebene E;. Zusammen mit den
Richtungsvektoren @ und ¥ kann man deren Parameterform angeben.
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Abbildung 3: Parallele Ebenen

Die zweite Ebenengleichung findet man durch Parallelprojektion der Gerade g durch
die Gerade h (mit den Schnittpunkt V). Da beide Ebenen die gleichen Richtungs-
vektoren haben, sind sie parallel, siche Abbildung 3.

Man erhélt einen Normalenvektor 77 der Ebenen, indem man das Vektorprodukt
i X U der beiden Richtungsvektoren bildet. Dieser Vektor ist frei in beiden Ebenen
verschiebbar. Man kann ihn so platzieren, daf er durch den Aufpunkt H der Ebene
E5 1auft. Sei H' die zum Normalenvektor parallele Projektion von H auf E;. Dann
bilden die Punkte G, H' und H ein rechtwinkliges Dreieck.

Man kann sich nun eine geometrische Deutung des Vektorproduktes zu Nutze ma-
— — —
chen. Das Vektorprodukt GH” -ii = |GH||7i| cos(/GH ) stellt die Projektion des
—
Vektors GH auf den Vektor 7 multipliziert mit dessen Norm |7i| dar.

Da wir die Langenmessung immer beziiglich der Einheitslange des zugrunde gelegten
Koordinatensystems angeben, 77 aber eine variable Lange hat, ist es zweckméRig,
die Projektion nicht auf 77 anzuwenden, sondern auf den normierten Normalenvekor
ngy, der nach Definition die Einheitslange hat. Dazu miissen wir den durch das
Vektorprodukt gefundenen Vektor noch durch seine Norm (seine Lénge) teilen.

Man hat damit einen Ausdruck, mit dem sich direkt der Abstand zwischen zwei
windschiefen Geraden bestimmen 1a{t:

UXT

d(g, h) = ’G—}fT :

|@ x ]
Beachte: Die Betragsstriche im Nenner des Bruches bezeichnen die Norm eines Vek-

tors, die grofien Betragsstriche den Betrag einer Zahl (bzw. die Norm eines eindi-
mensionalen Vektors).

Fiir unser Beispiel ergibt sich dann:

1 (28 1
dig,h) = (11 -5 4)-— | 16 || = —(—308 — 4) =
(9.h) = |( ) 3 | 10 5 (308 —80+64) =9

5.4 Methode: Extremwertuntersuchung in der Analysis

Die vierte Herangehensweise sei hier nur kurz skizziert. Man wahlt im Prinzip die
bei der Methode Allgemeiner Punkt dargestellte Strategie und 16st das Problem mit



Hilfe der Funktionsanalysis.

Man wéhle zwei Punkte so, daf sie auf der Geraden g bzw. auf der Geraden h frei
beweglich sind. Wenn man ihren Abstand iiber die Norm ihres Verbindungsvektors
berechnet, erhélt man eine Gleichung mit zwei freien Parametern, in unserem Fall
A und pu:

=

d(g,h) = [(11 + 4 — 4X)* + (=5 4+ 3+ A)* + (4 + 4p — 8))?]

Die dargestellte Funktion beschreibt eine Fliche im R? (natiirlich iiber den Koordi-
naten A und ), die einen echten Tiefpunkt an der Stelle des minimalen Abstandes
aufweist. Man kann diesen mit Hilfe der Gradienten und des Laplace-Operators
bestimmen.

Der hier dargestellte Zugang kann auch als Motivation fiir die Einfiihrung der Ana-
lysis mit mehreren Variablen sein. Man weitet ein aus der analytischen Geometrie
bekanntes (und vielleicht auch schon gelstes) Problem aus und entwickelt daran
die Methoden der Analysis.

6 Bemerkungen

Der erste der vorgestellten Losungsansétze ist sicherlich der, den Schiilerlnnen am
ehesten selber entwickeln, gerade wenn sie im Umgang mit dem Losen linearer
Gleichungssysteme gut gelibt sind. Der Rechenaufwand ist allerdings sehr hoch, da
zundchst Punkte bestimmt werden miissen, um dazwischen einen Vektor aufzuspan-
nen.

Die zweite Methode vermeidet diesen Aufwand, fordert dafiir aber eine etwas ab-
straktere Denkleistung in Bezug auf die mathematische Begriindung fiir die gewéhlte
Strategie. Die Bestimmung eines allgemeinen Ausdrucks fiir einen Normalenvektor
beider Geraden fiithrt haufig bei schwécheren SchiilerInnen wegen des frei wéhlbaren
Parameters zu Verstandnisschwierigkeiten und wirkt demotivierend.

Der Vorteil der ersten beiden Methoden ist, daff sie zum Verstdndnis nur das Wissen
iiber die Bedeutung des Skalarproduktes orthogonaler Vektoren sowie Fahigkeiten
im Umgang mit Linearen Gleichungssystemen voraussetzen. Zudem sind die Zugén-
ge leicht am Fadenmodell anschaulich zu machen.

Die dritte Methode erfordert die vorherige Einfiihrung des Vektorprodukts, auch
Kreuzprodukt genannt. Da die dargestellte Methode eine Anwendung ist, die die
(gegebenen) Eigenschaften des Vektorprodukts ausnutzt, ist eine Herleitung an die-
sem Problem nicht ratsam bzw. unmdoglich. Zum Vertiefen des Themas Vektorpro-
dukt kann diese Methode aber sicherlich gut herangezogen werden. Der grofie Vorteil
der hergeleiteten Beziehung ist deren Allgemeingiiltigkeit in Kombination mit ver-
gleichsweise geringem Rechenaufwand.

Diese Abstandsgleichung gilt nicht nur fiir den im Unterricht betrachteten Anschau-
ungsraum R?, sondern fiir beliebige Vektorraume (ja sogar in der Kugelgeometrie).
Prinzipiell kann man in hoherdimensionalen Vektorrdumen auch die ersten beiden
Verfahren anwenden, aber der dabei betriebene Rechenaufwand ist unverhaltnisma-
Rig hoher.

Bei allen drei Methoden kann ein Taschenrechner mit CA-System sehr hilfreich
sein. Die SchiilerInnen kénnen ihn zum Losen der LGS heranziehen oder sogar ein
Flufdiagramm der Losungsmethoden erstellen, anhand dessen sie ein Programm
zur Abstandsbestimmung schreiben konnen.



Der geschitzte Zeitaufwand fiir eine komplette Betrachtung des Abstandes wind-
schiefer Geraden liegt — unabhéngig von den hier genannten Methoden — bei etwa
sechs Unterrichtsstunden in einem Grundkurs mit homogenem Leistungsniveau und
bei etwa vier Unterrichtsstunden in einem Leistungskurs.

Fiir die vierte Methode habe ich keine verlaflichen Angaben zum Zeitaufwand ge-
funden. Das Abwéagen von Vor- und Nachteilen ist sicherlich auch sehr stark von
dem Kurs abhéngig, fiir den dieser Zugang in Betracht kommt.

7 Allgemeine didaktische Uberlegungen

Bei der Vorbereitung dieser Einheit bin ich auf einige Hinweise eher allgemeiner Art
gestofen, die sich bei vielen Problemen der analytischen Geometrie stellen.

7.1 Das Schiilerverstiandnis von Vektoren

Die mathematische Definition des Begriffes ,Vektor* erstaunt sogar noch viele Stu-
dentInnen:

Vektor Ein Pfeil in der Ebene oder im Raum ist gekennzeichnet durch
seine Linge und seine Richtung. Die Menge aller Pfeile [sic!] mit dersel-
ben Léange und derselben Richtung bildet einen Vektor der Ebene bzw.
des Raumes.

Ein Vektor kann also als eine Pfeilklasse, d.h. als eine unendliche Menge
von gleichlangen und gleichgerichteten Pfeilen angesehen werden. [...]

Ein Vektor kann durch jeden seiner einzelnen Pfeile dargestellt werden.
Die Pfeile heifen die Vertreter oder Reprasentanten des Vektors. |...]

(aus: [1, S. 485 f1.])

Man stellt bei Schiilerlnnen haufig fest, daf sie die Vorstellung eines Vektors mit
der eines einzigen Pfeiles verkniipfen. Diese Ubergeneralisierung mag dem Physik-
unterricht zuzuschreiben sein, in dem Kréfte als vektorielle Grofen zumeist frither
eingefithrt werden als im Mathematikunterricht.

Umso mehr ist es notwendig, den SchiilerInnen die Unterschiede zwischen Vektoren
und Punkten im Raum klarzumachen. Insbesondere die Mdoglichkeit, die Représen-
tanten von Vektoren zu verschieben, fiihrt nicht selten zu Verstédndnisschwierigkei-
ten.

Dazu zahlt auch, Begriffe wie Ortsvektor (eines Punktes), Stiitzvektor (einer Gerade
bzw. Ebene) vektoriell zu beschreiben und dabei aber klarzumachen, daf es echte
Vektoren sind. Um z.B. jeden Punkt einer Gerade im Raum zu erreichen, ist es egal,
ob vom Ursprung aus zunéchst das Vielfache des Richtungsvektors durchlauft und
dann noch den Stiitzvektor vektoriell dazu addiert, oder umgekehrt.

Auch die Charakteristika bestimmter Klassen von Vektoren (Normalenvektor, Rich-
tungsvektor) sollten den SchiilerInnen immer wieder vor Augen gefiihrt werden. So
ist es z.B. fiir die Beschreibung einer Ebene ausreichend, einen Punkt der Ebene
und deren Normalenvektor zu kennen.

Eine Idealvorstellung eines tragfahigen Gedankennetzes in der analytischen Geo-
metrie ist, daff die SchiilerInnen diese Zusammenhénge mit den dahinter stehenden
verschiedenen Darstellungsarten von Geraden und Ebenen verkniipfen, statt nur die
Umrechungstechniken zu erlernen.



7.2 Bezug zur Linearen Algebra

Ein weit verbreitetes Problem in Bezug auf die Rechenvorschriften der in der Schule
behandelten linearen Algebra ist, daf die Vektoren nicht als Sonderfall von Matrizen
aufgefafst werden. So findet man in vielen Schulbiichern in etwa folgende Darstel-
lung:

. ap b1
a-b= as . b2 = a1b1 -+ CL2b2 + a3b3
as b3

Diese ist aber streng genommen falsch, denn das Skalarprodukt zweier beliebiger
Matrizen (Vektoren sind einspaltige Matrizen) ist nur dann definiert, wenn die Spal-
tenanzahl der linken Matrix gleich der Zeilenanzahl der rechten Matrix ist. In 0.G.

Fall muf der Vektor @ demnach transponiert werden zu a’ .

Dieses Problem taucht nicht nur beim Skalarprodukt auf, sondern durchzieht die
gesamte analytische Geometrie in der Schule. Im Sinne eines mé&glichst konsistenten
Zugangs zur Mathematik sollten meiner Meinung nach solche Fehler vermieden
werden, da sie sich sehr tief in den Schiilervorstellungen verankern kénnen.

Gleiches gilt fiir die Beschréinkung auf den R®. Auch hier kénnte (und sollte) der
Bezug zu hoherdimensionalen Vektorrdumen von vorneherein hergestellt und konse-
quent durchgehalten werden. Die nachschulische anwendungsbezogene Mathematik
bewegt sich recht héufig in solchen Vektorrdumen (z.B. die zeitabhéngige Entwick-
lung einer Friiskopfbahn auf einer CNC-Maschine als Problem im R*).

7.3 Verwendung von Geometrie-Software

Der Einsatz von Computern im Unterricht sollte forciert werden. Bei Gebiet der ana-
lytischen Geometrie bieten mittlerweile nahezu alle géngigen Softwareprogramme
fiir den Schuleinsatz die Moglichkeit, Schrigbilddarstellungen von dreidimensiona-
len Geraden live zu manipulieren.

Man kann somit den Schritt vom Raummodell auf das Tafelmodell mit Hilfe des
Computers vollziehen, bei dem man die planare Darstellung des rdumlichen Mo-
dells quasi mit der Maus anfassen und bewegen kann. Eine Betrachtung von allen
Seiten ist somit moglich. Insbesondere die beiden Darstellungen, bei denen der Ver-
bindungsvektor einen tatsédchlich mit dem Geodreieck meffbaren rechten Winkel auf
einer der beiden Geraden darstellt, diirften bei diesem Zugang von Interesse sein.

Auch die erste Methode der verschiebbaren Punkte kann man auf dem Computer
oder mit guten grafikfahigen Taschenrechnern simulieren, wobei man die Lingen-
berechnung des entstehenden Vektors durch den Rechner zunéchst als Black-Box-
Funktion behandeln kann.

8 Bemerkungen zur verwendeten Literatur

Ich habe hier nur ein kleines Feld der Didaktik der analytischen Geometrie beleuch-
ten konnen. In vielen Fachbiichern findet man noch weitere Losungsstrategien zur
Abstandsbestimmung. Die meisten Schulen empfehlen in ihren Stoffverteilungsplé-
nen einen Zugang, den auch das jeweils verwendete Schulbuch beschreibt. Ich habe
den Abschnitt, der sich bei Hahn/Dzewas [2] als sehr weit verbreitetem Schulbuch
findet, als sehr knapp und stark an mathematischer Sprache orientiert empfunden.



Geeigneter fand ich die Darstellungen von Barth und Krumbacher [3], aus dem auch
das vorgestellte Beispiel entnommen ist. Die Autoren versuchen, die untersuchten
Probleme sehr gut grafisch darzustellen.

Bei der Lektiire didaktischer Fachliteratur habe ich mich im Wesentlichen auf das
Werk von Tietze, Klika und Wolbers [4] beschrénkt. Die Autoren geben darin einen
guten Uberblick iiber didaktische Probleme der Vektorrechnung und legen dabei ein
besonderes Augenmerk auf die Schiilervorstellungen.

Einen sehr detaillierte Darstellung eines moglich Unterrichtscurriculums zur Analy-
tischen Geometrie fand ich in den Studienbriefen der Universitat Tiibingen [5]. Die
dargestellten Probleme sind schrittweise erklart. Leider ist die didaktische Begriin-
dung meist nicht sehr ausfiihrlich.

Da es sich bei der Abstandbestimmung windschiefer Geraden um ein Standardpro-
blem handelt, findet sich nahezu in jedem Schulbuch der Analytischen Geometrie
ein entsprechenden Abschnitt. Eine Liste anzugeben halte ich fiir nicht sinnvoll,
mochte aber empfehlen, einfach mal verschiedene Schulbiicher in diesem Punkt zu
vergleichen.
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